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RESUMO: A Espectroscopia de Impedancia é uma técnica valiosa para caracterizar materiais e analisar
propriedades elétricas, aplicavel em &reas como ferroelétricos, dielétricos, baterias e medicina
(Bioimpedéncia). Ela mede a resisténcia e reatancia, considerando elementos de circuitos como
resistores e capacitores, revelando a resposta do sistema a corrente alternada e sua defasagem. Usando
numeros complexos para facilitar interpretacdo, a técnica ajuda a determinar componentes resistivas (R)
e capacitivas (C) dos materiais. Contudo, apesar de sua relevancia em diversas areas cientificas e
industriais, a Espectroscopia de Impedancia frequentemente carece de destaque em cursos de graduagao,
resultando em uma lacuna educacional. Para explorar seu potencial, é crucial expandir o ensino e a
pesquisa nesse campo, capacitando futuros profissionais para aproveitar suas oportunidades.
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Impedance Spectroscopy: Mathematical Approaches in the Analysis of RC Circuits

ABSTRACT: Impedance Spectroscopy is a valuable technique for characterizing materials and
analyzing electrical properties, applicable in areas such as ferroelectrics, dielectrics, batteries and
medicine (Bioimpedance). It measures resistance and reactance, considering circuit elements such as
resistors and capacitors, revealing the system's response to alternating current and its phase shift. Using
complex numbers to facilitate interpretation, the technique helps to determine resistive (R) and
capacitive (C) components of materials. However, despite its relevance in several scientific and
industrial areas, Impedance Spectroscopy often lacks prominence in undergraduate courses, resulting in
an educational gap. To exploit its potential, it is crucial to expand teaching and research in this field,
training future professionals to take advantage of its opportunities.
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INTRODUCAO

A impedancia € a resisténcia ao fluxo de corrente alternada em circuitos (DOS REIS et al., 2021),
considerando elementos como resistores, indutores e capacitores, incorporando tanto a resisténcia
quanto a reatancia. A espectroscopia de impedéancia € aplicada na caracterizagdo de materiais, como
ceramicas ferroelétricas, dielétricos e condutores, envolvendo a aplicacdo de corrente alternada e a
andlise da resposta do material (OLIVEIRA, 2022). Os dados obtidos geram um gréfico de espectro de
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impedéncia sdo frequentemente analisados usando nUmeros complexos, 0s quais descrevem a
impedancia em sua parte real e imaginaria no plano Argand-Gauss.

A abordagem via nimeros complexos facilita a interpretacdo, principalmente na descricdo de
circuitos elétricos equivalentes (WEST, et al., 1997). Essa técnica é usada em diversas areas, como
pesquisa de baterias, células solares (GOES, 2010) e bioimpedancia na detecgdo de cancer (PALACIO,
2017). No entanto, a espectroscopia de impedancia muitas vezes carece de destaque nos cursos de
graduacao, apesar de sua ampla aplicabilidade. E essencial ampliar o ensino e a pesquisa nesse campo
para aproveitar plenamente suas oportunidades em varias areas cientificas e industriais.

FUNDAMENTACAO TEORICA

Como aluna de primeiro ano, foi necessario abordar, em um primeiro momento, os principios
dos numeros complexos, esses conceitos sao fundamentais para o estudo da impedancia, cujo livro "A
Matemaética do Ensino Médio", publicado pela editora SBM (LIMA,2016) foi adotado como guia de
estudo. Para adquirir também uma base de formacéo tedrica da espectroscopia de impedancia utilizou-
se como guia de estudo artigos de espectroscopia de impedancia (CHINAGLIA, D. L. et al., 2008,
GARCIA-SANCHEZ. et al., 2003), 0s quais serviram como embasamento tedrico e demonstrativo para
a ideias de impedancia. Dessa forma, foi possivel compreender como determinar o valor da impedancia
em circuitos resistor-capacitor.

A espectroscopia de impedancia é uma técnica utilizada para analisar como um material
responde a um campo elétrico variavel no tempo. Isso envolve a propor um circuito cuja resposta elétrica
seja equivalente a do material inserido entre placas condutoras. A amostra em estudo se comporta como
o dielétrico de um capacitor, e a aplicacdo de uma tenséo alternada para obter informacGes sobre as
propriedades elétricas do material, como permissividade e condutividade (OLIVEIRA, 2022).

Quando elementos de circuito como resistores, capacitores ou indutores sdo submetidos a uma tenséo
alternada, a ideia de resisténcia elétrica é estendida, visto que capacitores e indutores comegam a
apresentar uma espécie de "resisténcia" a passagem de corrente. No caso de uma tensdo alternada
senoidal, a impedancia é a medida da oposi¢do que um circuito oferece ao fluxo de corrente.

A impedancia pode ser definida de duas maneiras: como uma grandeza real ou como uma
grandeza complexa. A definicdo da impedancia real (Z) € a raz&o entre a tensdo maxima (Vy,4,) € a
corrente maxima (I,,,5,) €M um circuito, ou seja:

Vméx (1)

I méax

7 =

Consideremos uma tensdo senoidal, dada por V(t) = Vycos(wt), no qual o representa a
frequéncia angular dessa oscilagdo e Vo é o valor maximo da tensdo gerada (também chamada de tensao
de corte). Aplicando a lei de Ohm, que relaciona a tensdo, a resisténcia e a corrente em um circuito
elétrico (V=R.I), podemos chegar a seguinte relag&o:

V(t) =R.I=Vycos(wt) =RI(t) = I(t) = %cos(wt) )

Pela relacdo, é notdrio que a tensdo e a corrente estdo em fase. Isso implica que o valor maximo
. ~ Vi . .
da corrente, representa por I, € dada pela relacdo EO . Em outras palavras, em circuitos completamente
resistivos, a impedancia sera:
Yo ®)
ﬁ R
R

ZR

Ou seja, a impedancia em um circuito puramente resistivo é igual a propria resisténcia.

Podemos descrever o0 mesmo resultado com a utilizacdo da ideia de impedancia complexa (Z*),
na qual, tanto a tensdo quanto a corrente sdo tratadas como valores complexos. Nesse caso, definimos a
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impedancia complexa como sendo idéntica a lei de Ohm. Nesse caso, dada uma tensdo senoidal variavel
V* (t) =V,e't, e uma corrente variavel I*(t) = I,e'®t temos:

A 4)

Vi =Z5 0" = 25 = =7, =R

IOeiwt
Conclui-se, portanto, que em um resistor ideal, a corrente estad em fase com a tensdo e que as
impedancias real e imaginaria sdo iguais e dadas por:

Zp =75 =R (5)

Como mencionado anteriormente, a impedancia é uma medida da oposicao ao fluxo de corrente
elétrica. Em dispositivos como resistores, essa oposicdo resulta na dissipacdo de energia na forma de
calor, ao contrario de capacitores, que armazenam energia no campo elétrico, e indutores, que
armazenam energia no campo magnético. Quando um capacitor esta sujeito a uma tensao alternada,
ocorre uma alterné@ncia na carga das suas placas. No caso de uma tensdo senoidal, na primeira metade
do ciclo, uma das placas se carrega positivamente, enquanto a outra se carrega negativamente. No
entanto, na segunda metade do ciclo, essa polaridade se inverte. A figura 1 ilustra esse processo.

V(t) = Visen(wt)

\l(f) = Visen(wt)

A Vv —
++H[++

++[++
T =

Figura 1: Troca de polaridade nas armaduras de um capacitor devido a uma tensao
senoidal.

Essa inversdo de polaridade indica a presenca de um fluxo de carga elétrica, mesmo que ndo
haja uma corrente elétrica direta através do capacitor. Isso significa que existe uma espécie de
"resisténcia" a esse movimento de carga elétrica, chamada de reatancia capacitiva y.. Em resumo, a
impedancia de um capacitor ideal é representada pela reatancia capacitiva.

Podemos calcular a reatancia capacitiva y. usando a relagdo Q(t) = CV(t). Se a tenséo aplicada for
dada por V(t) = V,cos(wt), podemos determinar a reatancia capacitiva real dessa forma:

%V(t) = %%Q(t) = —wl,sen(wt) = ? = I(t) = —wCV, sen(wt) ©)

Para entender a relacdo entre as fases da corrente e da tensdo, podemos observar que —sen(wt)é
igual a cos (a)t + %) Em outras palavras, I(t) = wCV, cos (wt + g) Isso implica que a corrente esta
adiantada em g em relacdo a tensdo. Esta andlise também é andloga a V(t) = Vysen(wt) e

I(t) = wCV, cos (wt + %) Isso é ilustrado na figura 2.
Portanto, a impedancia de um capacitor é dada por:

v 1 )
= L= —
CTocy, ¢ T e

V.
Z, =257
Ima’x
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Para aplicar a definicdo de impedancia complexa, é necessario considerar que a carga também
pode ser complexa, ou seja, Q* = C.V*. E importante destacar que ao considerar a capacitancia C como
um valor real, estamos assumindo que o capacitor € ideal. Portanto, quando lidamos com uma tenséo
variavel expressa como V* (t) = Vye'®t, podemos escrever o seguinte:

* _ it * _ Q*(t) i lwt\ i Q*(t) . * _ m 8
V() = Voelt = V' (1) = £ 5 SVpet) = (—C ) = iV () = = (8)

Ou seja, a impedancia complexa de um capacitor pode ser definida como:
L Vo _ . Ve _ 1 ©

= —— = = -
CTr@ YT e T iwC

Da equacdo acima vemos que para um capacitor ideal a impedancia complexa (ou reatdncia
capacitiva complexa) é um imaginario puro negativo, mais ainda, podemos concluir que o0 médulo da
reatdncia complexa é igual a reatancia real, isto é:

1Z¢| !
T we

(10)

[ T el it =t
I(t) = CVyw sen (mt + %)

V(t) = Vysen(wt)
o

Figura 2: Representacdo dos sinais da tenséo e da corrente.

CIRCUITOS EQUIVALENTES

Agora serd apresentado o calculo da impedancia equivalente para associagdes de capacitores e
resistores. Como anteriormente descreverei a impedancia real e a impedancia complexa.

Associacdo em Série: Uma associacdo em série é caracterizada pelo fato de a mesma corrente
passar pelos elementos do circuito, assim quando temos um resistor e um capacitor em série a tensao
total é dividida, uma parte para o resistor e outra para o capacitor. Em um circuito RC em série, a
impedancia complexa resulta em uma distribuigdo da tenséo total da seguinte forma:

V@) =Vr+ Ve =2V (@) =Zr+Z7)I"(t) = Zgg1"(t) (11)

Substituindo entdo as equagdes, tem-se que:
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* — 2 _p_
Z*=R+ = ixC (12)
E evidente que a impedancia complexa total é a soma das impedancias dos componentes
individuais, de acordo com a mesma regra de associagdo utilizada para resistores. 1sso é previsivel, dado
gue a equacdo de impedancia complexa € definida com base na Lei de Ohm. A correspondéncia entre a
impedancia real e a impedancia complexa pode ser verificada calculando o médulo da impedéancia

complexa total e 0 seu argumento.
2
¥ — 2 2 _ 2 1
27| = h +XC—/R +(=2) (13)

CONCLUSOES

Portanto, podemos concluir que, quando temos uma associagdo em série entre um resistor e um
capacitor, a impedancia complexa resultante possui um valor absoluto dado pela acima, que equivale a
definicdo de impedéancia real. Esta mesma base é anéloga para a associacdo em paralelo de resistores,
considerando que a associagdo em paralelo é caracterizada pelo fato de que todos os elementos de
circuito estdo submetidos a mesma tenséo, fazendo assim com que a corrente total seja dividida.

Dessa forma, as analises anteriores nos indicam que o estudo da espectroscopia de impedancia
é facilitado ao adotarmos a notagdo complexa. A parte real da impedancia complexa esta associada a
elementos resistivos do circuito, isto € a dissipacdo de energia na forma de energia térmica, ao passo
gue a parte complexa esta associada elementos de reatancia, isto é, ao armazenamento de energia. 1sso
pode ser visto nas andlises das associacGes em série e em paralelo, nas quais a parte real apresenta
somente elementos resistivos e a parte imaginaria apresenta somente elementos de reatancia.

Assim, uma impedancia com parte imaginaria nula indica que apenas os efeitos resistivos sao
relevantes, ao passo que em uma impedancia puramente imaginaria apenas os efeitos capacitivos sdo
considerados. Portanto, é evidente que essa analise detalhada das partes real e imaginaria da impedéancia
complexa é de extrema importancia, pois fornece uma compreensao mais profunda das caracteristicas
de um circuito elétrico e ajuda os engenheiros e cientistas a projetarem e otimizar sistemas elétricos para
diversas aplicacOes. Isso € essencial para o desenvolvimento de tecnologias mais eficientes e a solucdo
de problemas em uma ampla gama de areas, desde eletrdnica até sistemas de energia.
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