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RESUMO: Este resumo expandido apresenta uma introdugao aos conceitos de autoespago generali-
zado e autovetores generalizados e sua relacao com a decomposicao de operadores lineares na Forma
Canoénica de Jordan. Essa relacdo se da através da construcao de bases de autovetores generalizados,
encontradas a partir de cadeias de Jordan, utilizando as propriedades de subespacos invariantes ao
operador linear decomposto, bem como a restrigao deste a esses subespacos. Ao fim, é apresentada

uma aplicacdo da Forma Canonica de Jordan a sistemas de equagdes diferenciais lineares.

PALAVRAS-CHAVE: autoespacos generalizados; operadores lineares; cadeias de jordan; espagos

lineares; sistemas de equacoes diferenciais lineares.

AN INTRODUCTION TO BASES OF GENERALIZED EIGENVECTORS ON THE
JORDAN CANONICAL FORM

ABSTRACT: This extended abstract presents an introduction to the concepts of generalized eigens-
pace and generalized eigenvectors and their relation to the decomposition of linear operators on the
Jordan Canonical Form. This relationship takes place through the construction of bases of generalized
eigenvectors, found from Jordan chains, using the properties of invariant subspaces to the decomposed
linear operator, as well as its restriction to these subspaces. At the end, an application of the Jordan

Canonical Form to systems of linear differential equations is presented.

KEYWORDS: generalized eigenspaces; linear operators; jordan chains; linear spaces; systems of

linear differential equations.

INTRODUCAO

Um dos pontos centrais do estudo dos operadores lineares em dimensao finita sdo as condigoes para
obter bases ordenadas que tornem “mais simples” a matriz de representacao desses operadores. Por
exemplo, pelo Teorema da Diagonalizagao, através de uma base de autovetores, podemos observar o

caso em que é possivel obter uma matriz diagonal para a representacao de um operador linear. Esse
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caso, embora muito desejavel, dada a simplicidade da matriz diagonal, ndo é sempre possivel. Assim,
uma generalizacao desse resultado estd na obtengao de uma matriz diagonal em blocos como matriz
de representagao. Particularmente, trataremos da representagdo como uma matriz de Jordan, cuja
diagonal é formada pelos chamados blocos de Jordan, a qual permite inferir uma série de informagoes a
respeito do operador linear representado e apresenta propriedades que que facilitam a sua manipulacao.
Apresentamos a relagao entre essa representagao e a obtengao de uma base de autovetores generalizados,
bem como uma introducao & forma de obter essa base. Ao fim, mostramos como as propriedades da

Forma Canoénica de Jordan auxiliam na resolugdo de sistemas de equacgoes diferenciais lineares.

MATERIAIS E METODOS

Foi realizada uma revisao bibliografica a respeito do tema, particularmente quanto aos conceitos
fundamentais da Algebra Linear em Lima (2018), subespacos invariantes e formas canénicas em Coelho
e Lourengo (2018) e autoespagos generalizados em Santos (2010). Como se trata de um trabalho
introdutorio, nao houve aprofundamento quanto ao processo de aplicacao das cadeias de Jordan na
obtencao de vetores iniciais. Para mais detalhes quanto a essa aplicagao, recomendamos Santos (2010).
Além disso, consultamos Oliveira (2017) para representar um exemplo de aplica¢do da Forma Canonica

de Jordan na resolucao de sistemas de equagoes diferenciais lineares.

RESULTADOS E DISCUSSAO

No decorrer das discussoes, K sempre representard um corpo, que pode ser lido como o conjunto
C dos complexos ou R dos reais, ao passo que V denota um espaco vetorial de dimensao finita sobre
K. Além disso, M, xn(K) denotara o conjunto das matrizes m x n sobre K, com M, (K) = M, «,(K),
enquanto I, representa a matriz identidade de ordem n. No demais, T" denotara um operador linear

em V, sendo I o operador identidade e [T'|g a matriz de T quanto a base ordenada B.

Definicao 1. Dado um operador linear T': V — V', com dim V = n o polinémio caracteristico de T,
denotado por pr(z), ¢ definido como pr(x) = det[T'— xI]p. O resultado desse determinante independe

da base B tomada e o grau de pr(z) é sempre igual a dim V.

Definicao 2. Dado um operador linear T': V' — V, um vetor v € V nao nulo e um escalar A € K, caso
tenhamos T'(v) = A\v ou, equivalentemente, (T'—AI)(v) = 0 dizemos que A ¢ um autovalor de T'e que v é
um autovetor associado a A. Definimos, com isso, o conjunto Autz (), um subespago de V' denominado

autoespago associado a A: Autp(A) = {v € V; v =0 ou v é autovetor de T" associado a A}.

A partir disso, um resultado usual da Algebra Linear é o fato de que os autovalores de um operador
linear T sdo precisamente as raizes de seu polindmio caracteristico. Nesse contexto, definem-se dois
pardmetros a partir de um autovalor A\ de T: mg()), denominada multiplicidade algébrica de X,
¢ a multiplicidade de A enquanto raiz de pr(x), ao passo que mgy()), denominada multiplicidade
geométrica de A, é a dimensao do subespago Autp(\). Com isso, outro resultado usual é a desigualdade
mg(A) < mq(X), que tem relacao com a possibilidade de diagonalizar o operador linear T tratado. Isto
é, de encontrar uma base B tal que [T|p seja uma matriz diagonal. Pelo Teorema da Diagonalizagao,
T ¢é diagonalizavel se, e somente se, (a) pr(x) se decompoe em fatores lineares e (b) vale a igualdade
mg(Ai) = mq(A;) para cada autovalor A; de T'. Contudo, no caso da condigao (a) ser satisfeita (o que
sempre ocorre em K = C), porém nao a condigao (b), uma alternativa a diagonaliza¢do se encontra

nos autoespacos generalizados.
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Definicao 3. Seja T': V. — V um operador linear, A € M, (K) e k € N, definimos as poténcias de
Te Ademodoque: TO =T eTF =T oT+ ! bem como A° =1, e A¥ = A- A¥1. Sendo A um
autovalor de T, definimos o autoespago generalizado associado a A como sendo o conjunto Wrp () =

{veV; (T — \)k(v) =0 para algum k € N},

Resultado 1. Seja T : V — V' um operador linear com autovalores A1,--- , Ay € K distintos tais que
pr(z) = (. — A1) (x—X2)™2 -+ (x — A\p)"™. Entao, o espago V' pode ser escrito como a seguinte soma
direta de subespagos T-invariantes V.= Wp(A1) @ --- @ Wrp(Ay). Além disso, é vdlida a igualdade
dim Wr(\;) = mq(Ni) para todo i =1,--- ,m.

Veja Coelho e Lourengo (2018) para as definigdes de soma direta e subespagos T-invariantes e
suas relagoes com as matrizes de operadores lineares, além de Santos (2010) para a demostragao desse
resultado. Como notamos, os autoespagos generalizados ja se distinguem dos autoespacos porque a
dimensao do autoespago generalizado de A é sempre igual a my(A). Isso implica que a quantidade de
autovetores generalizados linearmente independentes associados a \; é exatamente igual & multiplici-
dade algébrica de \;. Além disso, o fato do espago V' poder ser decomposto em uma soma direta abre
caminho para a simplificagao de [T]g. O que resta é encontrar uma base que seja favoravel para cada

Wr (M), a qual encontraremos por meio dos autovetores generalizados.

Definicao 4. Dado um operador linear T' : V' — V, um vetor v € V nao nulo e um autovalor

A € K de T, dizemos que v € um autovetor generalizado de grau m associado a A se ocorre que

(T — XI)™(v) =0, mas (T — \I)™L(v) # 0.

Note que, como o nome sugere, os autovetores generalizados fornecem um caso mais geral do que os
autovetores usuais, afinal, tomando m = 1 temos o mesmo caso da Definicao 2. A partir daqui, quando
houver risco de ambiguidade, os autovetores definidos na Defini¢do 2 serao chamados de autovetores
usuats. Uma caracteristica pertinente aos autovetores generalizados é a possibilidade de, a partir de

um autovetor generalizado, formar um ciclo deles de grau decrescente.

Resultado 2. Seja T : V — V um operador linear e seja v, um autovetor generalizado de grau p de
T associado ao autovalor A € K. E possivel obter um autovetor generalizado v; de grau i associado a

A para cada i =1,2,---,p—1. O conjunto B,, = {v1,v2,--- ,vp} € linearmente independente.

Demonstragao. Tomando v,—1 = (T — A )(vp), temos:
(T = ADP (0 1) = (T = ADP(e) = 0, mas (T — AP 2(0, 1) = (T = AP L) £0. (1)

Assim, a partir de v, que é de grau p, obtivemos o autovetor generalizado v,—; = (T'— AI)(vp), que é

de grau p — 1, sendo ambos associados ao autovalor A\. Podemos repetir o mesmo processo p vezes:

T—\I T—AI T—\I
Vp —— Up_1 — Up—g - v —— 0. (2)
Obtemos, com isso, o conjunto B,, = {vi,v2,---,vp}, em que cada v; é autovetor generalizado de

grau i associado ao mesmo autovalor A dado. Para mostrar que B,, ¢ linearmente independente, basta
tomar a combinacao linear nula aqvy + agva + - - - + apv, = 0 e aplicar (T - )\I)p*1 em ambos os lados

da igualdade para obter oy, = 0. Analogamente, obtemos também a; = 0 para os demais escalares. [J

Denominamos o conjunto B,, formado em (2) de cadeia (ou ciclo) de Jordan gerada por v,, onde

p ¢ o tamanho da cadeia, o vetor v, é nomeado de vetor inicial e vi de vetor terminal, que é um
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autovetor usual. As cadeias de Jordan, como veremos, tem papel fundamental na composicao dos

blocos de Jordan na Forma Canodnica de Jordan.

Definigao 5. Sendo Ay, --- , A; matrizes quadradas, denotaremos por diag(A1,--- , A;) a matriz cuja
diagonal é dada sequencialmente pelos blocos Ay, -+, A; e os demais elementos sao nulos. Além disso,

denotaremos por R,, € M,,(K) a matriz em blocos mostrada a seguir:

A - 0 0
diag(Ay,--- ,Aj) = + . e R,=|: : (3)

Sendo assim, dados os escalares A, A1, A2, -+ - , Ay, € K e m;; € N, definimos o bloco de Jordan de ordem
m em A como sendo a matriz Jp,(\) € M,,(K) dada por J,, = A, + Rp,. Uma matriz A € M, (K)
¢ uma matriz de Jordan se A = diag(Ai,---,A;), onde cada A; é, também, uma matriz diagonal em
blocos com blocos Imi; (A\i) em sua diagonal e m;; > mia > -+ > m;s. Ou seja, a diagonal de cada
matriz A; é formada por blocos de Jordan de um mesmo escalar )\;, sendo que cada bloco da sequéncia
de blocos de A; nao cresce quanto a sua ordem. Por fim, quando a matriz de um operador linear é uma

matriz de Jordan, dizemos que sua matriz estd na Forma Canodnica de Jordan.

Resultado 3. Dados um operador linear T : V. — V e 0s autovalores distintos Ay, -+ , A € K de T,

temos que

(i) Cada autovetor usual vij associado a cada \; € vetor terminal (podendo ser também vetor inicial)

de uma cadeia de Jordan.

(ii) A quantidade de cadeias de Jordan formadas por vetores linearmente independentes €, para cada

i, tgual a sua multiplicidade geométrica.

(iii) Os autovetores de cada cadeia de Jordan formam a base para um subespago T-invariante de V.

A matriz do operador T restrito a esse subespaco é um bloco de Jordan.
As demonstragoes dos resultados expressos no Resultado 3 podem ser em Santos (2010).

Exemplo 1. Seja T : V — V um operador linear e vz vetor inicial de uma cadeia de Jordan de
tamanho 3 em relagdo ao autovalor 2. Tomamos o subespago U(vz) C V que é gerado pela base
ordenada B,, = {vi,v2,v3}. Pelo item (iii) do Resultado 3, temos que U(v3) é um subespago T-

invariante. Sendo Ty (,,) o operador T restrito a U(vs3), observamos que

(T —2I)(v1) =0 T(v1) = 21 2 1 0
(T — 2[)(1)2) =1 - T(Ug) = v1 + 209 - [TU(U3)]Bv3 =10 2 1|= J3(2)-
(T — 21)(v3) = vy T(v3) = vy + 23 0 0 2

Ou seja, ao tomarmos a restricao do operador linear 1" ao subespaco gerado pelos vetores de uma
cadeia de Jordan e esses mesmos vetores como base, a matriz desse operador restrito é exatamente
um bloco de Jordan. Isso, porém, é apenas uma ilustracao do papel de cada cadeia de Jordan na
composicao da Forma Canénica de Jordan de um operador linear — em realidade, ndo precisaremos
tomar especificamente cada operador restrito de cada cadeia de Jordan, mas apenas lidar com as

cadeias em si.
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Exemplo 2. Consideremos V =R* e T': V — V um operador linear tal que

[T]s = (4)

O O O N
w o O =

para alguma base B de R%. Com isso, o polinémio caracteristico de T é dado por p(z) = (z—3)(z—2)3,
de modo que seus autovalores sao A\; = 3 e Ay = 2, ao passo que dim Wr(3) = 1 e dim Wr(2) = 3.
Ou seja, sao necessarias uma base de um autovetor (generalizado) para Wr(3) e uma base de trés
autovetores generalizados para Wr(2). Em Wrp(3), temos apenas um ciclo de um tnico autovetor:
v1 = (1,0,0,1). Ja em Wp(2), temos dois ciclos, sendo um de tamanho 2, formado por us = (0, 1,0, 2)
eu; = (1,1,1,1), e outro de tamanho 1, formado por w; = (1,0,0,0). Com isso, o conjunto C =

{v1,u1,u2, w1} é uma base ordenada de R* cuja matriz [T]¢ estd na Forma Canonica de Jordan:

(

T(v1) = (3,0,0,0) = 3uv;
3000 7(3) 0
T(up) = (2,2,2,2) = 2uy 0210 , ,
= [T]e = = Jo(2)
T(ug) = (1,3,1,5) = uy + 2us 00 20
000 2 0 J1(2)
T(wy) = (2,0,0,0) = 2w,

Exemplo 3. Ilustramos como a Forma Canénica de Jordan e, consequentemente, os autoespagos
generalizados podem ser utilizados na resolugdo de sistemas de equagoes diferenciais lineares. Sendo
A uma matriz quadrada, definimos a exponencial de A pela soma infinita
0 1 2 0k
1 A A A A

(& ﬁ—Ff‘F?‘F ﬁ

Com isso, dado um sistema de n equagoes em que f'(t) = Af(t), sendo

fi(t) f1(t)
O =1 1+ | €Mpa, fO=]| 1 | €My
fh(t) fa(t)

e A € M,(K), com o valor inicial f(0) = t; € K", teremos a solucio (tnica) dada por f(t) = e?*t. A
justificativa dessa solugao ¢ dada em Santos (2010).

Duas propriedades que podem ser deduzidas da defini¢do dessa exponencial, como mostrado em Oli-
veira (2017), sdo: caso M seja uma matriz invertivel, temos eMTTAM . M~1eAM: caso A, B se-
jam tais que AB = BA, temos eAt8 = e4ef. Junto com o fato de que as matrizes R, (de-
finidas na Defini¢do 5) sdo nilpotentes de ordem m, obteremos uma enorme simplificagdo no céal-
culo da exponencial de uma matriz de Jordan. Sendo At = diag((Ail + Ry )t, -+, (AL + R, )t),

A+R)

teremos et = diag(e(’\1]+R"L1)t,--- 76(>\]-I+ij)t) em que, para cada e ! de ordem k, temos
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cAI+R)E _ Mt RE

= e e
Lt g (It::;)! (ltfkil)v
B2 RE 01 1 ==
AR — At <I+Rt+2!t2+~--+(k_1)!tk_l) Mo : (5)
0 0 - 1 t
00 0 - 0 1

Dessa forma, no sistema f'(t) = Af(t), podemos identificar a matriz A com a matriz de representacao
de um operador linear T': V' — V. Ou seja, A = [T]|g para alguma base B. Caso exista uma base
C tal que [T]¢ = J esteja na Forma Canonica de Jordan (o que ocorre se pr(x) se decompoe em
fatores lineares), teremos que [T]g é semelhante a [T)c, logo A = PJP~!, onde P é a matriz mudanga
de base de B para C. Com isso, tendo o valor inicial f(0) = ty, a fim de encontrar o fator e4* da
solucao f(t) = eAlty, basta aplicarmos o processo indicado no Exemplo 2 para encontrar [T]c e, por

At — pe/tP~1. Como vimos acima, o célculo de e’* & reduzido ao calculo da exponencial

fim, teremos e
de cada bloco de Jordan em sua diagonal, o qual é simplificado de uma soma infinita para uma soma

finita.

CONCLUSOES

O estudo dos autoespagos generalizados aponta uma forma relativamente intuitiva de se obter a
Forma Candnica de Jordan de um operador linear, como visto no Exemplo 1 e no Exemplo 2. Essa
facilidade reflete diretamente nas aplicagdes da Forma Candnica de Jordan, como vimos no Exemplo 3.
Porém, a obtengao de uma base de autovetores generalizados através de uma cadeia de Jordan envolve,
entre outras coisas, determinar o tamanho de cada cadeia, bem como o respectivo vetor inicial. E
necessario, entao, um aprofundamento nesses aspectos para devida aplicacao da relagdao aqui tratada.
Para tanto, sugerimos o tratamento empregado em Santos (2010), o qual, inclusive, é aplicado pelo

autor no operador linear do Exemplo 2.
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