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RESUMO: Este trabalho apresenta métodos de projeto de controladores com realimentagao estatica
da saida baseados em condigoes LMIs com énfase na teoria de Lyapunov para garantir estabilidade
robusta de sistemas lineares. Visando compensar as aproximagoes do modelo real, as incertezas da
planta serao consideradas no projeto do controlador. Para aplicacoes de engenharia, além da anélise
de estabilidade dos sistemas, pode tornar-se necessario considerar critérios de desempenho, como a
taxa de decaimento ou alocagao de polos (autovalores). Para realizar as simulagoes foram utilizados o
software MATLAB com auxilio da toolbox YALMIP em conjunto com solver LMILab.

PALAVRAS-CHAVE: CONTROLE ROBUSTO; TEORIA DE LYAPUNOV; LML

Design of static output feedback controllers based on pole allocation techniques

ABSTRACT: This work presents methods for designing controllers with static output feedback based
on LMIs conditions with emphasis on Lyapunov’s theory to ensure robust stability of linear systems. In
order to compensate for the approximations of the real model, the plant uncertainties will be considered
in the controller design. For engineering applications, in addition to system stability analysis, it may
become necessary to consider performance criteria, such as decay rate or pole allocation (eigenvalues).
To perform the simulations, the MATLAB software was used with the YALMIP toolbox together with
the LMILab solver.
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INTRODUCAO

Dentro das técnicas de controle robusto envolvendo a utilizagdo das fungoes de Lyapunov, pode-se
citar as Desigualdades Matriciais Lineares (do inglés “Linear Matriz Inequalities” — LMIs) como umas
das ferramentas fundamentais para resolugdo de uma ampla variedade de problemas que surgem na

teoria de controle, podendo ser resolvidos de forma muito eficiente utilizando técnicas de programacao
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convexa (BOYD et al., 1994; GAHINET et al., 1994). Deste modo, a abordagem via LMI possibilita
incluir restri¢oes de projeto, oferecendo maior flexibilidade na adigao diferentes estratégias de controle
e desempenho (CHILALIL; GAHINET, 1996).

O controle via realimentacao estéatica da saida é muito util devido ao baixo custo. Por outro lado,
problemas de sintese de tais controladores envolvem a solugao de desigualdades matriciais bilineares (do
inglés “Bilinear Matriz Inequalities” — BMIs) que nao sao convexos, tornado os problemas de controle
de realimentacao de saida muito mais dificeis de serem resolvidos quando comparados aos problemas
de controle por realimentagao de estados (CHANG; JU; ZHOU, 2015).

A realimentacéo estatica de saida esté entre os problemas mais importantes na area de controle,
durante as ultimas décadas diversas abordagens foram propostas para lidar com o problema de estabi-
lidade robusta via realimentagao estatica da saida (CRUSIUS; TROFINO, 1999; DONG; YANG, 2007;
CHANG; JU; ZHOU, 2015).

Deste modo, este trabalho pretende elaborar e estudar teoremas da literatura que visem o projeto,
via LMIs, de controladores por meio da realimentacao de saida, considerando a taxa de decaimento e

alocagao de polos, e validar os resultados via simulagao.

MATERIAIS E METODOS

Um sistema linear incerto e invariante no tempo pode ser representado no espago de estados por
meio das seguintes equagoes:
&= A(d)z + B(d)u (1)

y=C(0)z+ D(0)u (2)

sendo

A() = idiAi, B(5) = iaiBi, C(5) = iaici, D(6) = iéiDi (3)
=1 =1 =1 =1

deste modo, J; pertence ao simplex unitario, dado por

Ar={0€R":> 6 =1,6>0,icK,} (4)
=1

sendo 7 = 2V o namero de vértices do politopo e N & o nimero de incertezas da planta.
Considerando o sistema descrito por (1) e (2), a lei de controle de realimentagao de saida é definida
por
u=Ly=LC()x (5)

sendo L o ganho constante de realimentagao de saida.

Deste modo, o sistema em malha fechada é definido por
&= (A(S)+ B(6)LC(6))x (6)

y = (C(6) + DO)LC())x (7)

A partir do trabalho apresentado por (CHANG; JU; ZHOU, 2015), o teorema proposto a seguir
fornece as condi¢cbes LMI para sistemas lineares com incertezas politopicas com insercao de taxa de

decaimento minima (BOYD et al., 1994). Vale ressaltar que a notagao (x) denota simetria na matriz
e He(A) = A+ A
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Teorema 1. Considere o sistema incerto (6) e (7), com a lei de controle (5). Supondo a existéncia
das matrizes Q; = Q;- >0eR™™ U e R, V e R™* ¢ o escalar 8 > 0, tais que

Qi <0, i=1,2,..,7 (8)
Qij—FjS <0, 1<y, 43=12..7 (9)
onde
o He(Ain -+ BiV]:j) + QOsz * (10)
Y BV'B, + CiQ; — UF; —BU +U")

entao, segundo a teoria de Lyapunov, a origem do sistema é um ponto de equilibrio globalmente
assintoticamente estavel sujeito a taxa de decaimento minima «, com a lei de controle (5) sendo
L=VU !

Demonstragao: A partir de (4), (10) pode ser reescrita como:

He(A(0)Q(0) + B(O)VF) +2aQ(6) *

<0 (11)
BV'B(6) + C(0)Q(6) —UF —B(U +U")

Aplicando o Lema 3 presente em Chang, Ju e Zhou (2015), e considerando que A = U~1C(8)Q(5) —
U 'UF e P’ = V'B(6) obtém-se

A(6)Q(0) + Q(5)A(S) + B(O)VF + F'V'B() + 2aQ(8) + Q(0)C(8) U 'V'B(5)

—~F'U'UYWV'B(S) + BO)VUIC(6)Q() — BO)VU'UF <0 12)
Fazendo L = VU ! e simplificando a expressao
A(0)Q(8) + Q()A(S)' + Q()C(6)'L'B(8)" + B(9)LC(9)Q(6) + 2aQ(d) < 0 (13)
Substituindo Q(§) = P(§)~! e rearranjando tem-se
P(8)(A(8) + B(6)LC(8)) + (A(8) + B(5)LC(5))' P(8) + P(8)2a < 0 (14)

Considerando a fun¢ao candidata de Lyapunov V = 2/ P(§)z, pré e pés multiplicando (14) por 2’ e x

respectivamente, tem-se que
' P(8)(A(8) + B(6)LC(8))x + 2" (A(S) + B(§)LC(8))' P(§)x + ' P(8)x2a < 0 (15)
Substituindo V' = 2’ P(§)z e (6) em (15) obtém-se
2’ P(8)z + &' P(§)x + 2aV (z) <0 (16)
Portanto, substituindo a derivada da funcao candidata de Lyapunov em (16) e rearranjando

V(z) < —2aV(x) (17)

que segundo Boyd et al. (1994) estabelece um limite inferior o para a taxa de decaimento, e assim a
demonstracao esta concluida.

Para obter um controlador que garanta estabilidade e forcem a localizagao dos autovalores em malha
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fechada em uma determinada regiao do plano complexo, o trabalho de Behrouz, Mohammadzaman e
Mohammadi (2019) tras condigoes suficientes para aloca¢ao dos polos nas regides de interesse, tais
como o critério da taxa de decaimento, alocacao de polos dentro de uma faixa vertical e a estabilidade
coOnica, que garante um angulo § maximo para os autovalores.

Deste modo, o Teorema 2 fornece as condi¢oes suficientes para obtencao de um controlador de
realimentacgao da saida com alocagao de polos.

Teorema 2. (BEHROUZ; MOHAMMADZAMAN; MOHAMMADI, 2021) Considerando o sistema
incerto em malha fechada (6) e (7), dadas as matrizes conhecidas @ e f que determina a regido desejada

do plano complexo, e um escalar 3 que garanta a existéncia das matrizes Q); = Q; >0,UeV

Qi <0, i=1,2,...r (18)
Qi +Q5 <0, i<y, 4,7=12,..,r (19)
onde )
a®Q;+ He(p® (AiQ; + BiVF)) *

;= : (20)

BIRV'B+ B (C;Q; —UF) —BIeU+U")

sendo que ® representa o produto de Kronecker. Deste modo, o controlador de realimentacao de saida

é dado por L = VUL,

RESULTADOS E DISCUSSAO

Considere o sistema incerto hipotético, apresentado em Chang, Ju e Zhou (2015), com 0,57 < o <

2,43, descrito a seguir:

—2,98 o 0 —0,034 0,0032
~0,99 —0,21 0,035 —0,0011 0 0010
A=| 7 ’ ’ ’ B = C = D=0 (21)
0 0 0 1 0 0001
0,39 —5,555 0 ~1,89 1,6

Para garantir a estabilidade do sistema por meio de um ganho de realimentacao de saida L, é possivel
utilizar Teorema 1. A Figura 1 (a) ilustra os autovalores dos vértices para o sistema realimentado, sem
restricdo para a taxa de decaimento (o = 0). Neste caso obteve-se um ganho do controlador de saida
L = [-0,7547 —0,7666] (para 8 = 1). Utilizando o Teorema 2 para realocac¢ao de polos visando
melhorar o desempenho deste sistema em regimes transitorios, neste caso, definiu-se que a parte real
dos autovalores fique entre —5 e —0, 5 e 0 4ngulo méximo em 40°. Deste modo, obteve-se o controlador
de saida L = [—1,3387 —0,6350]. A Figura 1 (b) ilustra os novos polos para os vértices do sistema
incerto.
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Figura 1: Autovalores dos vértices para o sistema incerto em malha fechada (a), e autovalores dos

vértices para o sistema realimentado conforme o critério de alocagao de polos (b).
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Como pode-se observar na Figura 2, os autovalores dos dois vértices estao dentro da regiao especi-
ficada, portanto, é garantido que os autovalores deste sistema hipotético realimentado permanecerao

dentro desta regiao para qualquer valor de o.

CONCLUSOES

Por meio das condigdes propostas por Chang, Ju e Zhou (2015), que fornecem condi¢oes menos
conservadoras que outros trabalhos presentes na literatura, este trabalho introduz o Teorema 1 que é
uma generalizagao considerando a taxa de decaimento como indice de desempenho.

A partir dos Teoremas propostos por Behrouz, Mohammadzaman e Mohammadi (2021) foi possivel
estudar e aplicar as LMIs que fornecem condigoes suficientes para obtencdo de um controlador de
realimentacao de saida que aloque os autovalores em uma determinada regiao do plano complexo.

Portanto, por meio dos exemplos numéricos apresentados, os teoremas apresentados neste trabalho
mostram-se eficientes no que tange o projeto de controladores estaticos dependentes da saida. Assim
como a utilizacao de formulacao LMI baseada na teoria de Lyapunov, que pode ser generalizada de

diversas maneiras de modo a garantir diferentes critérios de desempenho.
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