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RESUMO: O presente trabalho propds um modelo de programacao inteira capaz de criar restricdes para
a resolucdo de outros problemas de otimizacdo inteira, buscando diminuir a quantidade de restricdes e
variaveis do problema em que as restricbes sdo aplicadas. A metodologia foi testada no Sudoku,
obtendo-se variacdes da formulacdo do problema com relagdo a formulacéo tradicional. Investigou-se
como a quantidade de restricdes ou variaveis afeta o desempenho computacional na resolugdo do
problema. Dentre as formulages propostas, a que apresentou um ndmero significativamente menor de
variaveis foi a que apresentou menor tempo na resolugdo, sugerindo que o nimero de variaveis é mais
importante que a quantidade de restricdes no caso estudado. A pesquisa, ainda em desenvolvimento,
continuara investigando a relagéo entre o tamanho do problema e desempenho computacional.

PALAVRAS-CHAVE: Pesquisa Operacional; Otimizacdo; Programacao Inteira; Sudoku.

METHODOLOGY FOR CREATING CONSTRAINTS FOR INTEGER OPTIMIZATION
PROBLEMS: AN APPLICATION TO SUDOKU

ABSTRACT: This work proposed an integer programming model capable of creating constraints for
solving other integer optimization problems, aiming to reduce the number of constraints and variables
in which the constraints are applied. The method was tested in Sudoku, obtaining alternative
formulations to the traditional one. It was investigated how the number of constraints or variables affects
the computational performance of the problem. The formulation with a significantly smaller number of
variables than the traditional one presented the shortest time, suggesting that the number of variables is
more important than the number of constraints in the case studied. The research, in development, will
continue to investigate the relationship between problem size and computational performance.

KEYWORDS: Operations Research; Optimization; Integer Programming; Sudoku.

INTRODUCAO

O Sudoku é um jogo que consiste, tradicionalmente de uma tabela de tamanho 9 x 9 células,
cujo objetivo é completar todas as células com os nimeros inteiros de 1 a 9, sem que haja repeticao de
nameros nas linhas, colunas e nas submatrizes de tamanho 3 x 3. A Figura 1 apresenta uma combinagéo
de Sudoku vélida e a indicagdo de cada uma das submatrizes.

Simonis (2005) generaliza o Sudoku de ordem n, como uma matriz de tamanho n? x n2, onde
deve-se colocar nimeros de 1 a n?. Para o Sudoku de ordem n = 3, existe um nimero grande de
combinagdes validas, a saber, na ordem de 6x10%1combinacdes. O jogo pode ser formulado como um
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problema de otimizacdo de factibilidade (BARTLETT et al., 2008), ou seja, onde ha o interesse em
encontrar uma solucao factivel e todas possuem a mesma importancia.

Existem diversas técnicas para resolver o Sudoku: Simonis (2005) lida como um problema de
restricdo, Deng e Yong (2013) resolvem com um algoritmo genético hibrido e Bartlett et al. (2008)
formulam o problema como um programa linear inteiro binario, como o apresentado nas equagdes 1-5.

Este trabalho prop6e uma formulagcdo de um programa linear inteiro binario alternativa a
formulacdo tradicional do Sudoku, através de uma metodologia para a criacao de restri¢des de igualdade.
Esta metodologia pode ser usada para outros problemas de otimizagdo e aqui € testada no Sudoku. O
processo busca criar um nimero reduzido de restrigdes, buscando investigar como esse nimero menor
de restri¢Ges afeta a performance computacional.

Figura 1 — Exemplo de um tabuleiro Sudoku completo (& esquerda) e as nove submatrizes (a direita).

g(3|4a]s|6|8)1|2]7
gl2lel7]|1]al5]9]3 1 2 3
1/5/709]2|3)46]8
2|7(8)1|s5|9)3(4]|6
6lal1l3|8|7)2]|5]9 4 5 6
3(9|s5)6|a|2]7(8]1
sle[3falo|1]8]7]2
7(8(9f2|3|5|6|1]4 7 8 9
al1|2]18|7|6]9]|3]|5

Fonte: Adaptado de Bartlett et al. (2008)

MATERIAL E METODOS
Tradicionalmente, a formulacdo matematica do Sudoku é dada pelas equacbes (1)-(5)
(BARLETT et al., 2008):

. Max 0 1)
Yiaxje=1ike(1,..9} @)

Yoixie=1j,k€{1,..,9} 3)

Yoo X =140j€{1,..,9) 4

TN e = 1k € {1,.. 9} e g, jo € {1,4,7) 5)

A variavel x;;, € binaria e indica se o nimero k esta na linha i e coluna j (x;;; = 1), ou ndo
(xijx = 0). A Equagdo (1) é a funcdo objetivo, que ndo é relevante no caso do Sudoku, pois se trata de
um problema de factibilidade. O nimero k deve aparecer uma vez em cada linha (Equacdo (2)) e uma
vez em cada coluna (Equacéo (3)). Ja a restricdo (4) garante que cada célula sera preenchida com um
namero apenas. A restri¢cdo (5) garante que um numero k aparecera uma Unica vez em cada submatriz
3x3.

A metodologia para criagdo de variaveis foi aplicada para substituir as equagdes (2) e (3). O
processo para criar restricbes de otimizacao inteira parte da enumeracdo de combinacfes de varidveis
de um modelo, indicando quais combinagfes séo factiveis e quais sdo infactiveis. Na aplicagdo, foram
listadas combinac@es das varidveis de ocorréncia de cada nimero em trés filas (linhas ou colunas) da
tabela do Sudoku, buscando substituir as 3 restricdes de linha ou coluna por um nimero menor de
restricbes (1 ou 2).

Para isto, foi necessario transformar trés linhas (referentes a trés submatrizes) em um vetor de
27 posicdes, sendo que cada posicao esta associada a uma célula das trés submatrizes. Uma posicéo do
vetor esté associada & ocorréncia ou ndo de um determinado niumero na posicéo referente.
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Exemplificando para as 3 primeiras linhas, que estdo associadas as submatrizes 1, 2 e 3,
considere o vetor da Figura 2. As primeiras 9 posicGes do vetor referem-se a submatriz 1, com as
posicOes de (1,1) até (3,3), as 9 posicBes seguintes referem-se a submatriz 2 ((1,4) até (3,6)) e as ultimas
9 posigdes referem-se a submatriz 3 ((1,7) até (3,9)). O namero 1 no vetor (referente a ocorréncia de um
namero k) aparece nas posicdes (1,1), (2,5) e (3,7). O tabuleiro da Figura 2 representa a ocorréncia do
namero k nas posicoes citadas. Verifica-se que essa combinacédo é factivel para as restrigdes de linha,
pois ndo h& repeticdo do numero k nas 3 primeiras linhas.

Ja aFigura 3 apresenta a ocorréncia de uma combinagdo invalida, pois 0 nimero k aparece duas
vezes na segunda linha, nas posi¢es (2,1) e (2,6).

Ao todo, sdo 729 combinagbes de ocorréncia de um nimero k uma Unica vez em cada submatriz.
Foram desconsideradas todas as demais combinacdes, onde um nimero aparece mais de uma vez em
cada submatriz, pois isto é infactivel para a Equacdo (5), que foi mantida na formulacéo alternativa, e
além disto, representaria um nimero muito grande de possibilidades (227), o que ¢ proibitivo para a
listagem de todas as combinagdes.

Figura 2. Vetor referente as submatrizes 1 a 3 e ocorréncia de uma combinagdo valida de um nimero k
nas 3 primeiras linhas do Sudoku.

Submatriz 1 Submatriz 2 Submatriz 3

11 12 13 21 22 23 31 32 33 14 15 16 24 25 26 34 35 36 17 18 19 27 28 29 37 38 39
1]ofojolofojofofoJofoJofoftfofoJofoJoJofoJoJofo[1fo]o]

Linha\ coluna 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 k
2 k
3 k

Fonte: Autoria propria

Figura 3. Vetor referente as submatrizes 1 a 3 e ocorréncia de uma combinagdo invalida de um numero
k nas 3 primeiras linhas do Sudoku.,

Submatriz 1 Submatriz 2 Submatriz 3

11 12 13 21 22 23 31 32 33 14 15 16 24 25 26 34 35 36 17 18 19 27 28 29 37 38 39
(ofofof1lofofofofoJoJoJoJoJof1JoJoJoJo[1[ofJoJofofofo]0]

Fonte: Autoria propria

Este raciocinio vale para as demais linhas, com as submatrizes 4-5-6 e com 7-8-9, e também
vale para as colunas, vinculando as submatrizes 1-4-7, 2-5-8 e 3-6-9.

Com esse arranjo, as combinag6es foram separadas em dois conjuntos: V' para combinagdes
factiveis, e F para as infactiveis, servindo de entrada para o algoritmo que cria as restricées. Ao todo
sdo 162 combinacdes factiveis e 567 infactiveis.

O modelo para criar restricbes € um problema de programacdo linear inteira mista, cuja
formulagdo é a (6)-(12) e possui as seguintes variaveis e parametros:

e wj;: Variavel binaria - indica se j € restricdo valida do problema (w; = 1) ou nao (w; = 0);

e u;,: Varidvel binaria - vale 1 se a combinagdo q € F ndo satisfaz a restrigdo j ou O se satisfaz,

* y;q- Variavel binaria — caso u;, = 1entéo y;, vale 1 para indicar que a combinagéo g violou
para cima a restricdo de igualdade j ou vale 0 caso a combinacdo g viole a igualdade j para

baixo. O valor da variavel ¢ indiferente quando u;, = 0;

e ¢;;: Variavel real ou inteira - coeficientes da restrigdo j limitados a L, s e Lgyp;
e n:numero de varidveis inteiras que sao para a criacao de restricoes;
e (€{0,1,2,..,n} indice das n variaveis da aplicacdo das restricdes mais a posic¢ao 0 relacionada
ao termo independente de cada restricéo;
r: nimero maximo de restri¢ces (valor previamente estabelecido);
j €{1,2,...,r}: indice de restricdo;
m;: quantidade de combinacdes listadas das n variaveis;
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q € {1,2,...,m}: indice das combinacdes;
Lins: limite inferior para os coeficientes c;;;
Lgyp: limite superior para os coeficientes c;;;
e M:um nimero grande.

Min Z§=1 w;j

(6)
S.a.
Vq €F,j €{1,2,..,7} Ujg S W (8)
Vi € {0,1, Tl},] € {1,2, ...,T} Lianj < Cij < Lsuij 9
Vq € F,] € {1,2, ...,T} [COj + (Z?:l Cij xl-j)] + qu - (M + 1)y]q <0 (10)

Vg eF,j €{1,2, ...,

Vq € V,] € {1,2, ...,T} COj + (Z?:l Cij xi]-) =0 (12)

A funcdo objetivo em (6) minimiza a quantidade de restricdes do problema. A restri¢cdo em (7)
garante que uma combinacgdo infactivel ndo satisfaca pelo menos uma das restri¢des validas. Ja (8) faz
com que uma restricdo ndo valida (w; = 0) force as variaveis u;, a serem 0 também com objetivo de
inutiliza-las. Por outro lado, caso uma combinagdo infactivel ndo satisfaca a restricdo j (u;;=1) entdo a
restricdo deve ser valida (w; = 1). Em (9) ocorre a limitacdo dos coeficientes para as restri¢des validas
do problema. As restri¢cdes (10) e (11) garantem que uma combinacdo infactivel ndo satisfaca a
igualdade representada por (12). Caso a restricéo seja valida, entdo w; = 1 e u;, pode ser 0 ou 1. No
caso de ujg = 0 entdo a restrigdo g ndo necessariamente violou a restrigéo j e y;, pode assumir qualquer
valor, mas no caso de u;,= 1, entdo a igualdade sera violada para cima se y;, = 1 ou para baixo se
Yjq = 0. As restrigbes (10) e (11) garantem isto. Por ultimo, a restricdo (12) € aplicada apenas para as
combinagdes factiveis, garantindo que a igualdade seja satisfeita.

Com esta formulacdo foram obtidos coeficientes para restrigdes que substituiram as restricdes
tradicionais (2) e (3) do Sudoku pelas novas restricdes (13) e (14):

ip €{1,47} k €{1,...,9} (13)
i0+2 j0+2
Co+ Z Z Z Cllimig)x3+(=jo)+1+Uo=io)x31Xijk = 0
Jo€{io,io+3,i0+6} i=lp j=Jo
jo €{1,4,7} k € {1,...,9} (14)

o+ Z Z Z C[(j_jo)x3+(i—i0)+1+(i0—j0)><3]xijk =0
i0€{jo.jo+3,jo+6} j=Jjo i=ip

As restrigdes (13) e (14) varrem todas as linhas e colunas, respectivamente, garantindo que em
cada linha/coluna deveré haver os inteiros de 1 a 9 sem repetic&o.
Os coeficientes dependem dos limitantes L;, s € Lg,, definidos. Por exemplo, para o caso de

valores de L;,y = —4 e a Ly, = 4, foram obtidos coeficientes dando origem a restrigdo (15) para as
trés primeiras linhas ou submatrizes (i, = 1€ j, = 1):
3 —4x11 — 4x15 — 4x43 —1xy; — 1xy, — 1x53 —2X31 — 2X35 — 2X33
+0x14 + 0x15 + Ox46 +3x,4 + 3x,5 + 3x56 +2x34 + 2x35 + 2X34 (15)
—4x11 — 4x15 — 4x43 —1xy; — 1xy, — 1x53 —2X31 — 2X35 — 2X33 =0

RESULTADOS E DISCUSSAO
Foram obtidos varios conjuntos de coeficientes para as restri¢oes (13) e (14) através da definicdo
dos parametros L;,s € Ly, , variando desde 0,5 até +10, conforme a Tabela 1.
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O Sudoku foi entdo implementado no CPLEX 12.10.0.0 em sua formulacéo tradicional (1) - (5)
e na formulag&o proposta (1), (4), (5), (13), (14) com os diferentes conjuntos de coeficientes obtidos.

Originalmente, a formulagdo tradicional possui 324 restri¢des, sendo que cada uma das
Equacdes de (2)-(5) possui 81 restricdes. A formulacgdo alternativa compartilha das restrictes (4) e (5),
mas substitui as 81 restri¢des da (2) por 27 ou 54 e substitui as 81 da (3) por 27 ou 54, implicando em
216 ou 270 restricbes, um numero menor que a tradicional, conforme esperado.

As simulacbes foram feitas em um computador com processador Ryzen 51600 e 16gb de
memoria RAM. O log do CPLEX indicou os resultados das trés Gltimas colunas da Tabela 1: a
guantidade de variaveis, de ndo zeros e o tempo de solucdo. A quantidade de variaveis é inicialmente é
729 mas este numero pode ser alterado, uma vez que o CPLEX faz uma série de simplificacGes,
eliminando, possivelmente variaveis e restricdes antes de realizar a otimizacdo. Nota-se que houve
simplificacdo em apenas algumas combinacgdes, podendo-se destacar a referente aos limitantes +1, que
reduziu sua quantidade para 504 variaveis. Comparando os tempos de execucdo, verifica-se que a
formulag&o tradicional apenas foi maior que a formulagdo referente aos limitantes +1. Possivelmente
isto aconteceu por conta do tamanho do problema, que foi reduzido com a eliminacdo de variaveis.
Verifica-se que a quantidade de restri¢des por si s6 ndo implicou necessariamente em uma diminuigdo
do tempo de execucdo. Isto sera investigado na continuacao da pesquisa.

Tabela 4. Comparacdo de tempo entre os coeficientes.

Limitantes dos coeficientes Resultados das formula¢6es Sudoku
de igualdade
Ling Lgyp Formulagdo Sudoku Quantidade de Variaveis Tempo (s)
-10 10 729 18.698
-9 9 729 19.496
-8 8 729 3.067
-7 7 729 203.250
-6 6 729 3.210
-5 5 1), 4), (5), (13), (14) 729 2.810
-4 4 720 0.993
-3 3 648 0.134
-2 2 720 0.041
-1,5 15 729 0.290
-1 1 504 0.014
-0,5 0,5 729 0.042
Formulago tradicional (1), (2), (3), (4), (5) 729 0.024
CONCLUSOES

A metodologia para a criacdo de restricdes € uma contribuicdo deste trabalho que estd em
desenvolvimento ainda em uma Pesquisa de Iniciagdo Cientifica. A proposta visa investigar como o
tamanho (quantidade de restri¢Oes e variaveis) afeta o tempo de execucdo de problemas de otimizagdo
inteira. Foram obtidas varias formulacdes com menos restricdes que a formulagdo tradicional do
Sudoku, mas pdde-se verificar que esta métrica ndo foi significativa na obtencdo de menores tempos. Ja
a guantidade de varidveis da indicio de ser uma melhor métrica para o caso aplicado. A relacdo das
métricas citadas, assim como outras possiveis, continuardo sendo investigadas na pesquisa.
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