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RESUMO: A matemética sempre foi utilizada como ferramenta de decisdo para resolucio de
problemas aplicados ao cotidiano. Nos estudos de modelos de linhas de transmissao nao poderia ser
diferente, em que é necessario fazer um estudo dos problemas fisicos com o auxilio do céalculo e da
algebra linear. O objetivo deste projeto de iniciagao cientifica é apresentar um estudo de caso que
evidencia os conceitos mateméticos envolvidos no processo de resolugao de linhas de transmissao. O
caso escolhido foi 0 método de resolugéao de linhas polifasicas por meio de uma matriz de decomposicao
modal. Para a demonstracao, sera utilizado uma linha bifasica com plano de simetria vertical. Este
método se concentra na construgdo de uma matriz que compde os autovetores do produto [Z][Y].
Para isso, foi necessario efetuar o aprofundamento de conhecimentos relacionado a algebra linear, o
que classifica o problema também como estudo da Matematica Aplicada. Por fim, uma simulacao

comprova os resultados trabalhados em testes de sistemas computacionais.

PALAVRAS-CHAVE: matematica aplicada; algebra linear; diagonalizacao matricial; linhas de

transmissao.
Mathematics Applied to Transmission Lines

ABSTRACT: Mathematics has always been used as a decision tool for solving problems applied
to everyday life. In the studies of transmission line models it could not be different, in which it is
necessary to make a study of physical problems with the aid of calculus and linear algebra. The
objective of this scientific initiation project is to present a case study that highlights the mathematical
concepts involved in the transmission line resolution process. The chosen case was the method of
solving polyphasic lines by means of a modal decomposition matrix. For the demonstration, a two-
phase line with a vertical symmetry plane will be used. This method focuses on building a matrix that
makes up the eigenvectors of the product [Z][Y]. For that, it was necessary to deepen the knowledge
related to linear algebra, which also classifies the problem as a study of Applied Mathematics. Finally,

a simulation proves the results worked on tests of computer systems.
KEYWORDS: aplicated math; linear algebra; matrix diagonalization; transmission lines.

INTRODUCAO
O crescimento continuo da demanda energética mundial trouxe a necessidade de sistemas elé-

trico/eletronicos mais inteligentes, com padrdes mais rigorosos de qualidade, de tal forma que pesquisas



vem sendo desenvolvidas, principalmente nas areas de geracgao, transmissao e distribuicao de grandes
blocos de energia elétrica. No presente projeto, é apresentado um estudo de caso na area de sistemas
de linhas de transmissao, definido como a transferéncia de energia elétrica, guiados desde uma fonte
geradora até uma carga consumidora.

Modelos mateméticos tém sido utilizados para descrever fenémenos fisicos e problemas das en-
genharias e constituem uma importante ferramenta para a quantificacdo da previsao da evolugao do
sistema. Para o caso de problemas de linhas de transmissao nao poderia ser diferente, uma vez que
os parametros longitudinais e transversais sao definidos em fungao de suas caracteristicas geométricas,
como forma de ondas de propagagao em cadeia (OLIVEIRA; OLIVEIRA; MAIORINO, 1997).

Dessa forma, nao apenas serd apresentado um estudo de caso, como também serd desenvolvido
o processo algébrico de uma aplicacao real de modelos de linhas de transmissao, com enfoque na
matemética aplicada. Em particular, para esse problema, é fundamental a analise de conceitos da
algebra linear, em especial no que se refere a autovalores, autovetores e diagonalizacao de matrizes
(SILVA, 2012).

O modelo considerado trata-se de uma linha bifasica, com plano de simetria vertical. Dentre os
conceitos trabalhados, seré explorado a transformacgao modal, com o desacoplamento de fases da linha
pelos seus autovetores [T7] e [Ty] (KUROKAWA et al., 2003). Uma simula¢ao computacional é efetuada

para determinagao dos resultados finais.

MATERIAIS E METODOS

Em céalculos de linhas de transmissao de energia elétrica, a caracteristica fundamental é o fato de
seus pardmetros longitudinais e transversais serem distribuidos ao longo do comprimento da mesma.
Esta caracteristica, simultaneamente com o fato dos parametros longitudinais da linha serem variéveis
em funcao da frequéncia, tornam a linha de transmissdo um elemento com certas peculiaridades, e que
pode ser representado perfeitamente por modelos matematicos (SILVA, 2012) (MARTI, 1982).

Uma linha de transmissao bifasica com os condutores separados por uma distancia d, em uma

determinada altura h, pode ser representada assim como a Figura 1.
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Figura 1: Representacao de um linha de transmissao bifasica.

Devido ao acoplamento existente entre as fases da linha e dado que h&d um plano de simetria vertical,
é possivel, pelas caracteristicas geométricas, representar o sistema por meio de matrizes de impedéancia

longitudinal, [Z], e admitancia transversal, [Y]:
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onde [Z] representa a impedéncia longitudinal e [Y] a impedéancia transversal.



Neste caso em especifico, ha a igualdade de impedancias: Z11 = Zog = A e Z15 = Zo1 = B, assim
como as admitancias Y11 = Yoo = C e Y15 = Y51 = D. Entéao é possivel representar pelo mesmo termo,

de forma que:
A B
B A

¢ D
D C

Conclui-se que as matrizes encontradas sao idealmente transpostas, pois possuem termos comum em

7] = Y]= : (2)

sua diagonal principal.

Segundo demonstrado em (FUCHS, 1979), ao aplicar a segunda Lei de Kirchhoff nas malhas do
circuito representante da linha bifasica da Figura 1, é possivel encontrar as equagoes diferenciais no
dominio da frequéncia para as matrizes de tensao [V] e corrente [I], como pode ser visto pelas equagoes
3.

0*[V]

) o)
S = 1ZIYIV] 52 = Y2, (3)

Entao é necessario efetuar o produto das matrizes [Z][Y] e [Y][Z], que resultam em

_ |AC+BD AD+ BC
~ |AD+ BC AC + BD

AC+ BD AD+ BC

[Z][Y]
AD +BC AC+ BD

Y[Z] = : (4)

Verifica-se que os produtos [Z][Y] e [Y][Z] sdo exatamente iguais para uma linha bifasica com plano

de simetria vertical, ou seja é possivel representar por uma tinica matriz [K], em que seus termos valem
Ki=AC+BDe Ky=AD+ BC .
K, K
o Kj] 5)
Se os calculos fossem feitos com as matrizes de (5), determinar a solucdo para (3) seria muito
complexo e, por isso, é realizada uma transformacdo do sistema para o desacoplamento dessa linha
em um novo dominio, conhecido como dominio modal. Para isto, é necessario trabalhar com matrizes
diagonais, que podem ser obtidas a partir da diagonalizacao da matriz [K]. Isto quer dizer que os
autovalores e autovetores de [K] possibilitam gerar uma transformacao que leva a uma simplifica¢ao
do problema, ou seja, o modelo de representacdao de linha que antes era bifasico é transformado em
duas linhas monofésicas independentes, uma vez que a matriz [K] seja diagonalizada.
E importante ressaltar que mesmo para o caso geral em que pode-se ter [Z][Y] # [Y][Z], os

autovalores [Ay] e [Ar], respectivamente, sao iguais (YAMANAKA, 2009), com as formulas:
M=V H2YITY] e (M) = [T Y][Z)[T]. (6)

Da algebra linear, as matrizes [Ty| e [T7] contém em suas colunas os autovetores dos respectivos
[Z][Y] e [Y][Z], sobre o corpo dos complexos, ou seja, sdo as matrizes que diagonalizam estes pro-
dutos matriciais. Para o caso bifasico, a diagonalizacao pode ser determinada a partir do polinémio
caracteristico,

det([K] — Alla]) = 0, (7)
que resulta nos autovalores A\ = K + Ky e Ay = K; — Ko. Isto quer dizer que (ANTON; TORRES,
2001):

KTy =MT1 e [K|Ty = AoTo. (8)

Ao resolver os sistemas lineares (8), obtém-se 111 = Th1 e T12 = —Tha, ou seja, tem-se de maneira
genérica o formato dos autovetores que compoem as colunas de [Ty]. Se, por exemplo, atribui-se o
valor arbitrario de 1 para as primeiras componentes dos autovetores, entao:
= (9)

1 -1

[Tv] =
Ty T




De acordo com (KUROKAWA et al., 2003), [T7] = [Ty]~7, logo:

7] :% [1 1 ] (10)

1 -1

RESULTADOS E DISCUSSAO

Para comprovar os métodos trabalhados sera efetuado os calculos reais, trabalhando com o método
de decomposigao de linhas bifésicas, pelas matrizes de decomposigao [T7] e [Ty]. O modelo utilizara
também a decomposicao de linha em seus modos de propagacao, pelo método de cascata de circuitos
pi, se tornando mais facil encontrar as tensoes e correntes de fase para a linha de transmissao bifésica
(YAMANAKA, 2009) (SILVA, 2012).

Considerando a linha bifasica da Figura 1, é possivel atribuir, para uma frequéncia de 60Hz, os

seguintes valores para [R], [L] e [C] dados pelos seus parametros de linha (SILVA, 2012):

12,56 —4,19

0,3947 0,3945 1,6 0,94746

(mH/km) e [C] =
0,3945 0,3947 0,94746 1.6

(11)

Lembrando que o valor da Condutancia (G) foi desconsiderado, pelo fato de que na linha area a
interferéncia é praticamente nula.

Para decompor a linha em duas linhas monofésicas idénticas, basta que sejam determinados [R],

[L] e [C] em seu formato diagonalizado, para assim, encontrar os parametros da linha, que formarao a

impedéancia longitudinal e admitancia transversal (SILVA, 2012) (YAMANAKA, 2009). Nesse processo

sera trabalhado utilizando as duas matrizes de transformagao modais encontradas [T7] e [Ty], utilizando

na formula apresentada, como:
[Zin] = [Tv]HZ)[T7) e [Vin] = [T1] ' [Y][TV] (12)

Com as equagoes 12 é possivel determinar os valores de [R], [L] e [C] em seu formato diagonalizado,

como nas sua formas modais (SILVA, 2012):

0,3946 0
00,0001

1,3 0
0 0,3

16,74 0

0 335 (nF/km). (13)

[Rm] = [

(Q/km) , [Lm] = l ] (mH/km) e [Cpy] = l

Com as matrizes diagonalizadas na sua forma modal, significa que as mesmas entao desacopladas, ou
seja, a linha foi decomposta em duas linhas monofésicas sem relacao direta e sem acoplamento entre si
no dominio modal. Utilizando o programa computacional Scilab, serd simulado o grafico das tensoes
para obtencao dos resultados finais. Considerando que esta linha possui 100km de comprimento e foi
energizada por uma tensao de 40kV no terminal emissor da fase 1 e o terminal emissor da fase 2 foi
aterrado. Os terminais receptores da linha ficaram em aberto. Para encontrar as tensoes ao longo de
sua extensao, foi utilizado o modelo de linha com parametros discretos de circuito (SILVA, 2012). As
tensoes, no dominio modal, podem ser obtidas pelo gréfico da figura 2. A partir dos dados encontramos
podemos transformar o resultado da tensdo no dominio modal (tesoes para duas fases monofasicas)
para sua representacdo no dominio das fases, ou seja, a tensdo bifasica real da linha, utilizando a
matriz de transformada mostrada na equacao 9, 10 e com a equacao de transformada modal inversa,
[V] = [Tv][Ewm], onde o resultado pode ser visto pela figura 3.

CONCLUSOES

O trabalho tem uma imensa importancia na interdisciplinaridade entre a Algebra Linear e sistemas

de linhas de transmissao, elaborando um estudo de caso na aplicacao de uma situacao real na érea, a
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Figura 2: Tensao do modo 1 em azul e a tensdo do modo 2 em vermelho
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Figura 3: Tensao da fase 1 em azul e a tensao da fase 2 em vermelho

partir de ferramentas da matemaética aplicada em problemas fisicos. O artigo apresentou a utilizagao
autovalores e autovetores de uma matriz para gerar uma transformacao, a mesma leva a uma simplifi-
cacao do problema, ou seja, um modelo de representagao de linha bifasica foi transformado para duas
linhas monofasicas independente que ocasiona na resolugao de um Sistemas de Equagoes Diferenciais
mais simples. O método se prova ttil, podendo ser aplicado em casos de linhas com 3 ou mais fases,

para sua decomposicao.
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