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RESUMO: Este trabalho busca estabelecer um modelo matematico através do qual se possa discutir a
influéncia de cada peca do espirografo — um brinquedo de baixo custo, conhecido como “régua
magica” — na construgdo das curvas desenhadas por meio dele, as chamadas hipotrocoides. Assim,
tém-se, como objetivo geral, criar possibilidades que favorecam o ensino e a aprendizagem dos
conteudos Anélise Combinatdria, Trigonometria, Geometria Analitica e Teoria dos Ndmeros, por meio
de material manipulével, e, como objetivos especificos, compreender as relages existentes entre as
pecas (anéis dentados, engrenagens e pontos internos das engrenagens) do espirografo e as curvas
formadas por ele, encontrar um modelo matematico que permita entender como o brinquedo constroi
as hipotrocoides e prever novas figuras a depender de determinadas condi¢fes e propor praticas que
integrem o0s trés grandes blocos tematicos da Matematica (NUmeros, Geometria e Relaces),
principalmente no que diz respeito a representacdo simbdlica e no¢Ges de contagem, percepcéo,
construcao e representagédo de elementos e formas de figuras planas e interdependéncia.

PALAVRAS-CHAVE: hipotrocoide; material manipulavel; modelagem matematica; régua magica.

SPIROGRAPH: MATHEMATICAL POSSIBILITIES IN BASIC AND HIGHER
EDUCATIONS

ABSTRACT: This paper aims to establish a mathematical model to discuss the influence of each
piece of the spirograph (a cheap toy, famous as the “magic ruler”) in the construction of the curves
drawn by him, the hypotrochoids. Our overall goal is to promote the teaching and learning of contents
Combinatorial Analysis, Trigonometry, Analytical Geometry and Number Theory, using manipulable
material, to understand the relationships between the parts (toothed rings, gears and inner points of the
gears) and the curves formed by him, find a mathematical model to understand how the toy builds the
hypotrochoids and predict new figures depending on certain conditions and propose activities that
integrate the three major thematic blocks of Mathematics (Numbers, Geometry and Relations), mainly
about symbolic representation and counting notions, perception, construction and representation of
elements and shapes of plane figures and interdependence.
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INTRODUCAO

De acordo com Weisstein ([2017]), as hipotrocoides s&o roletas tragadas por um ponto fixo de
um circulo que rola, sem deslizar, pelo interior de uma circunferéncia fixa de raio maior. Assim, estas
curvas podem ser geradas por um espirografo, como os da Figura 1, ao se introduzir, como explica
Andrade (2014, p. 1), a ponta de uma caneta em um dos furos da engrenagem e girar este anel por
dentro do anel dentado, sem deslizar, até fechar a curva.



FIGURA 1. Dois tipos de espirdgrafos (a esquerda, composto por dois anéis dentados e trés
engrenagens; a direita, composto por um anel dentado e duas engrenagens).

Deste modo, este trabalho faz um estudo desta familia de curvas por meio de material
manipulavel, que, de acordo com Gazire & Rodrigues (2012, p. 188), pode tornar as aulas de
Matematica mais dindmicas e compreensiveis, uma vez que permite a aproximacdo da teoria
matematica da constatacdo na pratica. Esta questdo é reforcada pela modelagem matematica, que,
segundo Vertuan (2010, p. 2), consiste, justamente, em partir de um fato real e criar, por meio da
analise de dados coletados, uma expressdo em linguagem matematica que possa servir de parametro
para a descricdo e a compreensao da realidade.

MATERIAL E METODOS

Por meio do levantamento de referéncias bibliograficas sobre o assunto, foi possivel obter
informacdes a respeito da histéria do espirdgrafo, como contam Chang et al. (2016, p. 3-4) e Martins
([2013]): a ideia do brinquedo foi do matematico Bruno Abakanowicz (polonés, 1852 — 1900), porém
guem, de fato, inventou-o foi o engenheiro Denys Fisher (inglés, 1918 - 2002), que o exibiu durante a
edicdo de 1965 da Feira Internacional de Brinquedos de Nuremberg, na Alemanha. Sabe-se, também,
gue a familia das curvas hipotrocoides ja vinha sendo estudada desde o século XVII, despertando a
atencdo de cientistas renomados, como Bernoulli, Newton e Galileu.

Apos tomado conhecimento desta perspectiva historica, foi determinado o modelo matematico
gue descreve as curvas geradas pelo espirdgrafo, baseado em conceitos de Geometria Analitica e de
Trigonometria. Assim, para obtermos as equagdes paramétricas dessas curvas, vamos considerar uma
circunferéncia de raio r e de centro C=(x.,Y.) — que representa a engrenagem do espirografo —,

tangente interiormente a outra circunferéncia de raio R >r — que representa o anel dentado —, centrada
na origem O do sistema cartesiano (para qualquer outra posi¢do, obtemos resultados andlogos com
movimentos rigidos no plano), como mostra a Figura 2.
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FIGURA 2: Auxilio @ demonstragdo das equagdes paramétricas da hipotrocoide.



Porém, vamos supor, inicialmente, que a circunferéncia menor estd centrada no eixo das
abscissas e que ela gira tangencialmente & maior, em sentido anti-hordrio e sem deslizar.
Consideremos, também, um ponto P interno a circunferéncia menor — que representa o furo escolhido

da engrenagem —, situado a uma distancia a de C, e t a medida, em radianos, do angulo AOC, em
sentido positivo, tal que A € a projecdo ortogonal de C no eixo das abscissas. Se P:(x(t),y(t)),

temos

X(t)=0A+ AD
y(t)=DP=AB=AC-BC

tais que D € a projecdo ortogonal de P no eixo das abscissas e B=(x.,Y,). Dai e do triangulo
retangulo ACAO, temos

x(t)=0C-cos(t)+BP =(R—r)-cos(t)+BP
{y(t):OC-sen(t)—BC:(R—r)-sen(t)—BC'

Se considerarmos @ a medida, em radianos, do angulo BCP, em sentido positivo, temos, do
triangulo retangulo APBC, BC =a-cos(#) e BP =a-sen(#). Ou seja,

{x(t):(R—r)-cos(t)+a-sen(9)_
y(t)=(R—-r)-sen(t)—a-cos(8)

Como m(SQ) - m(EQ): R-t, a medida, em radianos, do angulo PCQ, em sentido positivo, 6 XL

r

Como OCA+BCP+PCQ=7, temos (ﬂ_%_t}rmﬂ:ﬁ, ou seja, sz_t-(R—r)

. Logo,
r 2 r

chegamos as equacgdes paramétricas das hipotrocoides:

r

x(t)=<R—r>-cos<t>+a‘sen[g—Mj:(R_o.cos(ma.cos[@]
1) =R r)sen()-a-cos| 2L s sn £

(note que foram usadas relacGes trigonométricas para arcos complementares), com te R, em que R,
r e a sao previamente definidos.

Na Figura 3, podemos ver alguns exemplos de hipotrocoides, em que sédo pré-definidos valores
distintosde R, r e a.

FIGURA 3. Hipotrocoides.



Com a determinacgéo deste modelo, foi natural que surgissem interrogagdes como “Quantas
hipotrocoides sdo possiveis de se fazer com um espirdgrafo?” e “Quando estas curvas se fecham?”.
Foram questBes como essas que nos levaram, entdo, a discutir conceitos de Analise Combinatéria e de
Teoria dos NUmeros.

Em relacdo a Combinatéria, ndo é dificil perceber que a quantidade de figuras distintas que
podem ser formadas depende dos valores possiveis de R, r e a assumirem. Ou seja, no espirografo a
direita da Figura 1, temos um unico anel dentado e duas engrenagens distintas, um com 5 furos e
outro com 4. Considerando que ndo haja valores coincidentes de a para cada r, temos um total de
1-(5+4)=1-9=9 figuras simples possiveis (sem composicdo). Ja no espirografo a esquerda, temos
dois anéis dentados distintos e trés engrenagens, uma com 11 furos, outra com 19 e outra com 24.
Considerando que também ndo haja coincidéncias, teremos um total de 2-(11+19+24)=2-54=108

figuras distintas possiveis. Ou seja, para o célculo da quantidade de figuras simples distintas possiveis
de serem construidas com um espirdgrafo, fazemos uso dos principios aditivo e multiplicativo:
somamos as quantidades de furos de cada engrenagem (a diferentes distancias do respectivo centro —
por isso os furos estdo dispostos em espiral) e multiplicamos pela quantidade de anéis dentados
distintos.

Agora, em relacdo ao segundo questionamento, isso nos levou a discussdes mais profundas,
como periodicidade e Teoria dos NUmeros, permitindo-nos chegar a resultados como o periodo da
hipotrocoide, ou seja, quando ela se torna uma curva fechada, e a quantidade de pétalas que esta curva

fechada tem: o primeiro é dado por 2, .denom [Ej em que denom (Ej representa a aplicacdo que
r r

devolve o denominador da fracéo R em sua forma irredutivel, e a segunda é dada por numer[Bj, ou
r r

seja, é dada diretamente pelo numerador da fracao R também em sua forma irredutivel. Com isso,
r

temos, na Figura 4, o exemplo de uma hipotrocoide de parametros R=9, r=7 e a=3 (nas mesmas

unidades de medida), cujo periodo é 2ﬂ.denom(%):2ﬁ.7:14;; e cuja quantidade de pétalas é

numer [g] =9.
7

FIGURA 4: Hipotrocoide de pardmetros R=9, r=7 e a=3.

ra: ~ - R L.
Vale ressaltar que estes Gltimos resultados somente sdo validos se — e (Q; caso contrario, a
r

curva ndo serd fechada e seu traco se aproximarg, cada vez mais, de uma coroa circular, conforme vai
se dando sua construcao.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Todos os passos desta investigacdo nos permitiram criar atividades matematicas com o
espirégrafo. Para o Ensino Fundamental, sugerimos apresentar informacbes sobre a histéria do
espirégrafo, na intencdo de despertar o interesse dos alunos sobre o assunto, enquanto eles brincam
livremente com o material. Além disso, pode-se trabalhar com este segmento a parte que trata de
Anélise Combinatéria, visto que, de acordo com Sao Paulo (2011, p. 63), problemas de contagem
devem comegar a ser trabalhados no 8° ano.



J& para o Ensino Médio, podemos propor, inicialmente, as mesmas atividades descritas para o
Fundamental, mas, na 3% série do segmento, podemos introduzir a demonstracdo das equacdes
paramétricas da hipotrocoide, visto que se espera que os alunos ja tenham tido contato com
Trigonometria e com Geometria Analitica. E interessante, também, mostrar a eles como as
hipotrocoides podem ser construidas com tais equacfes no GeoGebra — software de matematica
dindmica, que combina conceitos de geometria e algebra —, 0 que pode tornar mais atraente a
atividade, tendo em vista que os valores dos parametros R, r e a poderdo ser alterados com mais
facilidade.

Por fim, para o Ensino Superior, pode-se discutir todas as atividades sugeridas anteriormente,
mas, aqui, cabe também a discussdo sobre as demonstracdes que levaram a concluséo do periodo da
hipotrocoide e do nimero de pétalas que ela possui quando fechada, de forma a trabalhar conceitos
mais complexos, como periodicidade de fungdes e Teoria dos Nameros.

CONCLUSOES

Um dos grandes desafios da Educacdo Matematica que vem sendo debatido nas Ultimas
décadas € aliar o conhecimento tedrico com a préatica. Utilizar-se de materiais didaticos diversificados
pode tornar este caminho menos nebuloso e, por isso, o espirografo pode ser visto como uma
ferramenta poderosa no ensino de Matematica. Assim, este trabalho buscou, por meio deste material
manipulavel, propor atividades, em vérias etapas da Educacdo, que consolidem conhecimentos ja
empregados, que estejam envolvidas em processos de reflexdo e de abstragdo e que mostrem
possibilidades de aplicabilidade dos conhecimentos. Apesar de existir uma divisdo natural das
atividades por conta do conhecimento prévio do aluno até entdo, todas elas trazem a mesma esséncia,
gue é relacionar as hipotrocoides com temas cotidianos, como a arte geométrica e a criptografia.
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