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RESUMO: O processo de criação de grades horárias em instituições de ensino pode ser automatizado 

ao ser modelado matematicamente e resolvido como um problema de otimização inteira. Uma das 

premissas mais importantes em grades horárias é a de que aulas múltiplas de uma mesma disciplina 

devem ocorrer de maneira consecutiva. Isso pode ser satisfeito ao trabalhar com um conjunto de 

restrições que garantam a consecutividade. Eventualmente podem haver turmas com uma distribuição 

de aulas que torna impossível a criação de uma grade horária factível com aulas consecutivas. O objetivo 

deste trabalho é apresentar uma forma de dinamicamente relaxar um conjunto de restrições de 

consecutividade de modo que se esse tipo de situação ocorrer, não haverá infactibilidade. O objetivo 

proposto foi alcançado, e tendo como resultado principal, o melhor uso do conjunto de restrições 

modificado quando se tem conhecimento de quais turmas possuem este problema na distribuição de 

aulas. 

 

PALAVRAS-CHAVE: pesquisa operacional; timetabling; educação. 

 

IMPROVEMENT OF A CONSTRAINT SET TO ENSURE THE CONSECUTIVENESS OF 

MEETINGS IN INTEGER OPTIMIZATION MODELS FOR TIMETABLES CONFECTION 

 

ABSTRACT: The process of creating timetables in educational institutions can be automated by being 

mathematically modeled and solved as an integer optimization problem. One of the most important 

assumptions in timetable is that multiple meetings of the same subject must be consecutive. This can be 

achieved by working with a set of constraints that guarantee consecutiveness. Eventually there may be 

classes with a class distribution that makes it impossible to create a timetable with consecutive meetings 

while satisfying the constraints. The aim of this paper is to present a way to dynamically relax a set of 

constraints for consecutiveness so that if this kind of situation occurs, there will be no infeasibility. The 

proposed objective was achieved, and having as its main result, the best use of the modified set of 

constraints when it is known which classes have this problem in the distribution of meetings. 
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INTRODUÇÃO 

A geração de grades horárias é uma atividade empregada em instituições de ensino de diversos 

níveis. Schaerf (1996) define esta atividade como o ato de agendar uma sequência de aulas entre 

professores e alunos em um período de tempo fixo (tipicamente uma semana), satisfazendo um conjunto 

de restrições. De modo a evitar um exaustivo esforço manual para criação de grades horárias com grande 

número de professores e disciplinas e ainda não ter a garantia de obtenção da melhor grade possível, um 

modelo de otimização inteira pode ser formulado (Pillay, 2013). Esta técnica possibilita a certificação 

de otimalidade da solução ao ser computacionalmente resolvido (Kristiansen, et al. 2014). Uma das 



premissas necessárias na maioria das instituições de ensino para uma grade horária de qualidade, é a 

garantia que aulas múltiplas de uma mesma disciplina em um mesmo dia ocorram de forma consecutiva, 

tal como apresentado no exemplo na TABELA 1. 

TABELA 1. Exemplo de aulas não consecutivas e consecutivas 

Aulas não 

consecutivas 

Aulas 

consecutivas 

Física II 

Estatística I 

Física II 

Estatística I 

Física II 

Física II 

Estatística I 

Estatística I 

 

Para que isto possa ser incorporado ao problema, torna-se necessário implementar um conjunto 

de restrições que deva ser atendido na solução gerada. Na literatura, poucos trabalhos se preocupam em 

formular um modelo que satisfaça esse tipo de situação adequadamente, tal qual na criação manual das 

grades, conforme pode ser analisado no trabalho de Feng et al (2017). Desse modo, o objetivo deste 

trabalho é apresentar um conjunto de restrições de consecutividade de aulas baseado no trabalho de 

Daskalaki et al. (2004), assim como estudar a aplicabilidade de uma alteração neste conjunto, que 

permite realizar quebras na consecutividade de turmas, apenas quando necessário, de modo a evitar 

infactibilidade.      

  

MATERIAIS E MÉTODOS 

A função objetivo do modelo é maximizar horários alocados satisfazendo as preferências dos 

professores, porém como o objetivo é apenas discutir sobre consecutividade, serão devidamente 

formuladas e apresentadas apenas estas restrições. Primeiramente, a versão do conjunto de restrições 

baseada no trabalho de Daskalaki et al. (2004) será apresentada. Todas as restrições são escritas em 

termos de uma variável binária x, que será associada a uma série de índices que quando unidos, 

representam uma aula. Os índices têm como domínio diversos dados de entrada que são agrupados em 

conjuntos apropriados. As restrições serão apresentadas para um exemplo de apenas 5 aulas por dia. 

 

Conjunto de atribuição de aulas: PMC = {professor p, disciplina m, turma c} 

Conjunto de dias de aula: D = {2, ... 7} 

Conjunto de horários de aula em um turno: HOR_TUR = {horário h, turno t} 

 

xpmcdht= {
1, se o professor p, dá aula de disciplina m,

 para a turma c, no dia d, horário h e turno t

0, se o contrário ocorre 

 

 

∀ (p,m,c) ∈ PMC, d ∈ 𝐷, (ℎ, 𝑡) ∈ 𝐻𝑂𝑅_𝑇𝑈𝑅 
 

xpmcdht- xpmcd(h+1)t ≤ 0 

(h =  t = 1) 

(1) 

- xpmcdht+ xpmcd(h+1)t - xpmcd(h+2)t  ≤ 0 

(1≤ h ≤ 4 e t = 1) 

(2) 

-xpmcd(h+3)t+ xpmcd(h+4)t ≤ 0 

(h = t = 1) 

(3) 

- xpmcd(h+1)t+ xpmcd(h+2)t - xpmcd(h+3)t -1  ≤ 0 

(h = t = 1) 

(4) 

 

O conjunto de restrições (1) – (4) garante que: se aulas de uma mesma disciplina ocorrerem em 

um mesmo dia, estas serão consecutivas. Aulas únicas não são contempladas, então se for necessário ter 

apenas uma única aula de alguma disciplina, esta não precisa ser submetida as restrições. 

Pode-se customizar a forma como as disciplinas tem a sua consecutividade definida. Por exemplo, 

para uma disciplina de 4 aulas, é possível garantir a consecutividade das 4 aulas em apenas um dia, ou 



então, manter 2 aulas consecutivas em 2 dias diferentes. Esse tipo de alocação pode ser feito de forma 

automática, ou então de forma customizada para um tipo de divisão específica. Essa customização é 

possibilitada pelas restrições (5) – (7). 

 

∀ (p,m,c) ∈ PMC, d ∈ 𝐷, (ℎ, 𝑡) ∈ 𝐻𝑂𝑅_𝑇𝑈𝑅 

 

∑ xpmcdht

ℎ

≤ HMax𝑚  
(5) 

𝑦𝑚𝑑  ≥  xpmcdht  (6) 

 

∀ (p,m,c) ∈ PMC, ∈ 𝐻𝑂𝑅_𝑇𝑈𝑅 

∑ 𝑦𝑚𝑑

𝑑

 ≤  SMax𝑚   

 

(7) 

 em que, 

             ymd= {
1, se a disciplina m, tem aula no dia d

0, se o contrário ocorre 
 

 HMaxm= Parâmetro inteiro de máximo de aulas diárias para cada disciplina m 

 SMaxm=  Parâmetro inteiro de máximo de dias para cada disciplina m 

 

A restrição (5) limita o número de aulas diárias de uma disciplina, enquanto (6) contabiliza em 

quais dias da semana aquela disciplina aparece, e (7) limita essa quantidade de dias. 

Considere agora uma instância de 12 turmas variadas, e com aulas de segunda a sexta. Diferentes 

tipos de consecutividades são empregadas para satisfazer as aulas das disciplinas e construir uma grade 

aceitável. Porém, dentre as 12 turmas, 2 delas possuem uma distribuição de aulas peculiar. Estas 

distribuições serão apresentadas na Tabela 2. 

TABELA 2. Distribuição de aulas para duas das 12 turmas consideradas 

 Turma A Turma B 

Disciplinas de 2 

aulas 
3 0 

Disciplinas de 3 

aulas 
2 8 

Disciplinas de 4 

aulas 
3 0 

Total de aulas 8 8 

 

Note que a alocação consecutiva destas aulas em 5 aulas de segunda a sexta é impossível. Isto 

significa que o processo de otimização seria infactível. A única forma de realizar esta alocação seria 

quebrando a consecutividade de algumas das disciplinas, o que a princípio não é possível de ser feito 

com as restrições em (1) – (4). O objetivo deste trabalho é então, discutir uma alteração realizada nas 

restrições (1) – (4) para dinamicamente relaxá-las quando situações deste tipo ocorrerem, de modo a 

obter soluções factíveis. O novo conjunto de restrições será apresentado em (8) – (11). 
 

∀ (p,m,c) ∈ PMC, d ∈ 𝐷, (ℎ, 𝑡) ∈ 𝐻𝑂𝑅_𝑇𝑈𝑅 

 

xpmcdht- xpmcd(h+1)t ≤ apmcd 

(h =  t = 1) 

(8) 

- xpmcdht+ xpmcd(h+1)t - xpmcd(h+2)t  ≤ apmcd 

(1≤ h ≤ 4 e t = 1) 

(9) 

-xpmcd(h+3)t+ xpmcd(h+4)t ≤ apmcd 

(h = t = 1) 

(10) 

- xpmcd(h+1)t+ xpmcd(h+2)t - xpmcd(h+3)t -1  ≤ apmcd 

(h = t = 1) 

(11) 

em que, 



           apmcd= {

1, se o professor p, dá aula na disciplina m,

 para a turma c, no dia d

0, se o contrário ocorre 

 

 

 Ao fazer o lado direito das restrições igual a uma variável binária, o otimizador terá capacidade 

de manter estas variáveis em 0, tornando (8) – (11) igual a (1) – (4) e garantindo a consecutividade, ou 

então, permitir quebra da consecutividade fazendo a variável igual a 1. Como isto deve ocorrer apenas 

em casos de extrema necessidade, o somatório das variáveis a na função objetivo do problema será 

minimizado, de modo que para cada a = 1, uma penalização para a função objetivo seja contabilizada. 

Isto significa que a tendência será a de quebrar a consecutividade o mínimo de vezes possível. 

 Para estudar a aplicabilidade do conjunto modificado proposto, foram realizadas simulações 

com as 12 turmas apresentadas anteriormente. Foram considerados 3 cenários. No primeiro cenário, 

foram feitas algumas alterações na distribuição de aulas das turmas A e B, de modo que elas não 

apresentassem mais problemas, totalizando então, 12 turmas sem problemas na distribuição de aulas. 

Isto permite que (1) – (4) seja aplicado para todas as 12 turmas. Este seria o cenário ideal. No segundo 

cenário, considerou-se uma situação em que as 2 turmas com a distribuição de aulas que torna a grade 

infactível já são previamente conhecidas. Desta forma, o conjunto de restrições (8) – (11) é aplicado a 

estas duas turmas apenas, enquanto as outras 10 são submetidas a (1) – (4). Já o terceiro cenário 

considera que não se sabe quais turmas podem ocasionar infactibilidade, então (8) – (11) será aplicado 

em todas as turmas. 

 Para todas as simulações, o software empregado será o IBM ILOG CPLEX Optimization Studio 

– Versão Acadêmica - com o modelo implementado na linguagem Optimization Programming 

Language (OPL). Serão utilizados como critérios de parada para o processo de otimização, um tempo 

de 30 minutos ou um gap menor que 10%. O gap é basicamente um valor relativo que descreve 

numericamente a distância entre a melhor solução inteira atual e possíveis melhores soluções inteiras 

limitadas por uma solução não inteira. A documentação do CPLEX Optimization studio formula o gap 

como (12). 

 

𝑔𝑎𝑝 =
|𝑚𝑒𝑙ℎ𝑜𝑟_𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 − 𝑚𝑒𝑙ℎ𝑜𝑟_𝑖𝑛𝑡𝑒𝑖𝑟𝑜 |

1−10 + |𝑚𝑒𝑙ℎ𝑜𝑟_𝑖𝑛𝑡𝑒𝑖𝑟𝑜|
 

 

(12) 

 Basicamente, quanto menor for o gap, mais próxima da solução ótima é a solução atual. Um gap 

menor que ≤ 10% será considerado como garantia de uma solução suficientemente boa. Se em 30 

minutos o otimizador não encontrar uma solução de gap ≤ 10%, o processo será interrompido e a 

solução atual salva. 

 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

A comparação entre os resultados será baseada no tempo de solução e no gap relativo. Quanto 

menores ambos os parâmetros, melhor é a solução. Os resultados obtidos nas simulações são 

apresentados na Tabela 3. 

TABELA 3. Resultados das simulações. 

 Cenário 1 Cenário 2 Cenário 3 

Total de turmas 

 
12 12 12 

Turmas que geram 

infactibilidade 

 

0 2 2 

Turmas submetidas 

as restrições (1) – 

(4) 

12 10 0 

Turmas submetidas 

as restrições (8) – 

(11) 

 

0 2 12 



Gap 

 
<10% <10% 54,53% 

Tempo de solução 00:08 m 01:13 m 30 m 

   

 Os resultados apresentados denotam que o conjunto de restrições proposto funciona 

adequadamente. As turmas com problemas em suas divisões não tornaram a solução infactível. As 

quebras na consecutividade foram definidas pelo otimizador, a um custo. Nota-se pelos resultados do 

cenário 2 que se as turmas com problemas forem previamente identificadas, porém não se desejar ter a 

preocupação de definir quais são as disciplinas que devem ter a quebra na consecutividade, basta 

submeter estas turmas ao conjunto de restrições propostos em (8) – (11), enquanto as outras turmas 

passam pelas restrições (1) – (4). O gap permanece equivalente ao do primeiro cenário, que é a melhor 

situação, e houve um aumento não preocupante no tempo. Desta forma, as quebras na consecutividade 

foram escolhidas automaticamente de modo a maximizar a função objetivo. Já se a quebra na 

consecutividade for algo possível, porém não se tem conhecimento das turmas que a ocasionam, e se 

tenta aplicar (8) – (11) para todas as turmas, a complexidade do problema cresce de tal forma que são 

obtidas soluções demoradas com gap muito alto, o que denota a inviabilidade deste cenário para muitas 

turmas. 

Serão apresentadas as grades horárias para as duas turmas com problemas de infactibilidade 

para os cenários 2 e 3, onde estas turmas são consideradas. 

TABELA 4. Grades resultantes para o cenário 2 e 3 para as turmas A e B. 

C
en

ár
io

 2
 

 Turma A Turma B 

Aula Seg. Ter. Qua. Qui. Sex. Seg. Ter. Qua. Qui. Sex. 

 1 CDIA QUIA QUIA CEXA QUEA INFT MTCT PSIT FLET ERST 

 2 CDIA QUIA QUIA CEXA QUEA INFT MTCT PSIT FLET ERST 

 3 CDIA FMAA DESA CEXA QUEA INFT MTCT PSIT TCOT TGTT 

 4 IAIA FMAA DESA PRCA PRCA FLET THOT THOT TCOT TGTT 

5 IAIA - QUEA PRCA PRCA ERST - THOT TCOT TGTT 

C
en

ár
io

 3
  1 CDIA QUIA QUIA CEXA PRCA THOT TCOT MTCT MTCT ERST 

 2 CDIA QUIA QUEA CEXA PRCA FLET TCOT MTCT PSIT THOT 

 3 CDIA QUIA QUEA CEXA FMAA FLET TCOT INFT PSIT TGTT 

 4 DESA IAIA QUEA PRCA FMAA FLET ERST INFT PSIT TGTT 

 5 DESA IAIA QUEA PRCA - THOT ERST INFT - TGTT 

  

CONCLUSÕES 

Os objetivos iniciais deste trabalho consistiram em apresentar e testar a viabilidade de uma 

alteração em um conjunto de restrições para garantir a consecutividade de aulas em problemas inteiros 

de otimização de grades horárias. A alteração serve para manter a utilidade do conjunto de restrições 

mesmo em situações em que as turmas possuem uma distribuição de aulas que torna a grade horária 

impossível de ser construída enquanto satisfaz as restrições necessárias. A alteração proposta se mostrou 

possível e foi aplicada com melhores resultados para a situação em que turmas com problemas na 

distribuição de aulas são previamente conhecidas, conforme os resultados do cenário 2. 
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