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RESUMO: Este trabalho tem como objetivos, (i) apresentar as principais caracteristicas do problema
de empacotamento bidimensional, que consiste basicamente na alocacao de diversos tipos de itens, com
dimensdes especificas, em recipientes finitos satisfazendo uma série de restrigdes, e (ii) apresentar
aplicacdes préaticas deste tipo de problema envolvendo a alocacgao de circulos em uma regido retangular
com diferentes objetivos e restricdes. Os problemas de empacotamento de itens sdo presentes
principalmente em companhias e indistrias, onde busca-se otimizar processos para que 0s objetivos
sejam obtidos da melhor forma possivel, garantindo, por exemplo, 0 méaximo lucro ou o minimo
desperdicio. A formulagcdo matematica deve atender a condi¢des especificas do processo que esta sendo
modelado. Neste trabalho discutem-se os resultados obtidos para diferentes fungdes objetivo e conjunto
de restrigdes. Para a resolucao dos problemas, foi utilizado o software livre OpenSolver.

PALAVRAS-CHAVE: formulacdo matematica; modelagem matematica; otimizacdo; pesquisa
operacional; problema de empacotamento.

INTRODUCTION TO THE TWO-DIMENSTIONAL BIN PACKING PROBLEM AND ITS
APPLICATIONS

ABSTRACT: This paper has two main goals: (i) presenting the main characteristics featured in the two
dimensional bin packing problem, which basically consists in the allocation of various types of items
with specific dimensions in a finite number of bins, satisfying a series of constraints, and (ii) presenting
real practical applications of these kind of problems involving the allocation of circles in a rectangular
region. The item bin packing problems are mainly present in companies and industries, where the
optimization of processes can, for example, generate the profit maximization or the minimization of
waste. The mathematical formulation must consider the specific condition of each problem. In this work,
it is discussed the results of different objectives and constraints. To solve the problems discussed in this
work, it was used the software OpenSolver.
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INTRODUCAO

A Pesquisa Operacional, ou Otimizacdo, é a area da Matematica que contempla métodos para a
solucdo de problemas que possuem objetivos que devem atender a restricbes. O problema de
empacotamento, um tipo particular dentro da Pesquisa Operacional, pode ser definido como a
necessidade da alocacédo de objetos menores dentro de objetos maiores respeitando restricoes especificas
de cada problema. Pode ser classificado como unidimensional, bidimensional ou tridimensional. Este
trabalho aborda problemas bidimensionais, alocando circulos em areas retangulares.

LODI & MARTELLO & VIGO (2004) definem o problema bidimensional como a necessidade
de alocacéo de itens que possuem uma largura w; e uma altura h; (i = 1,2, ...,n) em recipientes que
possuem largura e altura W e H, respectivamente, com o objetivo de alocar todos os itens no minimo de
recipientes possivel. Assume-se que a principio os itens ndo podem ser rotacionados em 90°, embora
iSSO possa ser uma variante para este problema, como proposto pelo mesmo artigo.

Este tipo de problema é de suma importancia em areas da Inddstria e Engenharia, entre outras,
que envolvem a alocagdo do méximo nimero de objetos em contéiners ou caixas € o melhor
aproveitamento no corte de chapas de metal. Cada problema possui caracteristicas especificas, mas duas



restricGes sdo sempre necessarias a todos eles (BORTOLETE, 2016): 1) dois itens ndo podem ser
sobrepostos, e 2) Todos os itens devem estar inteiramente contidos na regido onde eles serdo alocados.

Este trabalho faz parte de uma etapa de um Projeto de Iniciacdo Cientifica em desenvolvimento
pelos autores, que busca fazer aplicacfes de problemas deste tipo, envolvendo diferentes formas
geométricas.

MATERIAL E METODOS

Neste trabalho, foram explorados modelos na literatura e, com base neles, foi proposto um
problema que envolve a alocacdo de circulos em areas retangulares com diferentes abordagens. O
modelo do problema foi formulado de modo a fazer com que o problema seja transcrito para a linguagem
matematica e possa ser interpretado pelo solver que € um software capaz de interpretar as informacdes
e buscar pela resposta 6tima que respeita todas as restrigdes.

Utilizou-se para a resolucdo dos problemas o OpenSolver (MASON, 2011), que pode ser
baixado no site http://opensolver.org/. O software possui uma interface com o Microsoft Excel, o que
permite reconhecer as informac¢es do modelo matematico organizado em uma planilha.

RESULTADOS E DISCUSSAO

As aplicac6es consistem na alocagdo dos 16 circulos disponiveis e apresentados na Tabela 1 em
uma regido retangular de dimensdes 300x250. As aplicacBes propostas envolvem quatro diferentes
situacBes, sendo elas, Problema 1: maximizacdo da area preenchida por circulos; Problema 2:
maximizagdo da quantidade de circulos alocados; Problema 3: maximizagdo da area preenchida por
circulos com restri¢do de limitacdo orcamentaria; e Problema 4: maximizagéo da quantidade de circulos
alocados com a restri¢do de limitagdo orcamentaria.

Tabela 1 — Dados dos circulos disponiveis para alocagao.

Quantidade 3 3 2 2 1 2 2 1
Raio 5 10 20 25 30 40 60 80
Custo 5 13 17 15 20 26 38 45

Independente das condigdes especificas dos 4 problemas, as restri¢des de ndo sobreposi¢do (1)
e de encaixe dos itens inteiramente na regido de interesse (2) e (3) s&o comuns a todos. Estas formulagdes
estdo apresentadas na sequéncia:

(=) + (i =) 2 27(ri + 1)
1iZ; < X < (X - Ti)Zi
rizi < y; < (Y — 1)z
Zi € {0,1}
parai =1,...,16, em que,
r;: raio do circulo i;
z;: variavel que indica se i foi alocado (z; = 1) ou ndo (z; = 0);
x;: abcissa do centro do circulo i;
y;: ordenada do centro do circulo i;
X: largura do recipiente retangular, e
Y altura do recipiente retangular.

No Problema 1 (maximizag&o da &rea preenchida por circulos), o objetivo é dado por:

Max Z nriz;

i
O resultado deste problema esté apresentado na Figura 1.a.
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Para o Problema 2 (maximizacdo da quantidade de circulos utilizados), a formulacéo (1) - (4)

adiciona-se o objetivo dado por (6):

Max Zzl-

i
A solucdo deste problema é dada pela apresentada na Figura 1.b.

(6)

J& para os Problemas 3 e 4, os objetivos s&o 0s mesmos, dos Problemas 1 e 2, respectivamente,
mas deve-se adicionar uma restricdo de limitacdo orcamentaria. Considere que o valor total disponivel


http://opensolver.org/

para a compra de itens é de $200 e os custos dos circulos sdo os apresentados na Tabela 1. Adiciona-se,
entdo, a restricdo:

Z ciz; <200 (7)

A

Assim, o Problema 3 (maximizacao da area com restricdo orcamentéria) tem a formulacéo dada
por (1) a (5) e (7), o Problema 4 (maximizacdo da quantidade de itens com restricdo orcamentéria) é

composto por (1) a (4), (6) e (7).
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(a) Problema 1 (b) Problema 2
[Maximizagao da area] [Maximizag&o da quantidade de itens]

(c) Problema3 (d) Problema 4
[Maximizagdo da &rea com restrigdo [Maximizag&o da quantidade de
orgamentaria) itens com restri¢do orcamentaria]

Figura 1 — Representacdo grafica das solugdes 6timas de cada um dos problemas.

No primeiro problema (Figura 1.a) foram alocados 13 dos 16 itens, em comparacdo com 0
segundo problema (Figura 1.b), para o qual foram alocados 15. Observa-se que na Figura 1.a a area
preenchida € maior, embora menos itens tenham sido alocados. Na abordagem com restricdo
orcamentaria, tanto no Problema 3 (Figura 1.c, com 9 itens) como no Problema 4 (Figura 1.d, com 12
itens), dos $200 disponiveis, foram utilizados $196.

CONCLUSOES

Neste trabalho foram exploradas aplicacdes préaticas do problema de empacotamento e pode-se
verificar que a melhor solucdo possivel depende de alguns fatores, que vao desde as caracteristicas dos
itens e da regido, funcdo objetivo e restricdes. Com isto, simularam-se situa¢cGes que sdo encontradas
em problemas de empacotamento. Como continuacdo deste trabalho introdutério, estdo sendo
modelados problemas envolvendo diferentes figuras, como retangulos e tridngulos, com uma abordagem
objetivando o uso de aproximacdes de equacdes destas figuras.
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