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Resumo: Este artigo apresenta os resultados de uma experiéncia realizada no &mbito do IFSP Campus
Caraguatatuba sobre o uso dos axiomas de Peano para a compreensdo da estrutura de teorias
axiomaticas. Para tanto foi desenvolvido um material contendo a axiomatica de Peano, suas principais
proposigdes e respectivas demonstragdes. Os resultados aqui apresentados foram obtidos por meio de
guestionarios com perguntas - abertas e fechadas - a respeito do tema e das dificuldades encontradas.
Deste modo, percebeu-se um avango significativo nos conceitos trabalhados, em especial na
compreensdo das caracteristicas necessarias a um conjunto de axiomas, as caracteristicas das
definices, a distin¢do entre um axioma e uma proposicdo e 0 método de demonstrar por inducéo. Os
participantes eram licenciandos em Matematica ou em Fisica, com uma faixa etaria muito estreita e
sem conhecimento prévio sobre os axiomas de Peano. Os resultados parciais deste trabalho foram
apresentados em congresso académico. Com revisdo bibliogréafica foi possivel perceber uma escassez
em pesquisas utilizando a axiomatica dos naturais para a compreensao de conceitos matematicos para
licenciandos. Deste modo esperamos que os resultados aqui apresentados fomentem mais estudos a
respeito do uso desta estrutura no ensino da estruturacdo formal da matematica.
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1 INTRODUCAO

Quanto as estruturas axiomaticas, é preciso saber que o conjunto de axiomas utilizado
como pilar da estrutura desenvolvida deve, de acordo com Ripoll; Rangel; Giraldo (2015),
possuir trés caracteristicas basicas: ser minimo, para que ndo sejam incluidas proposicdes
desnecessarias; ser suficiente, ou seja, que toda a teoria possa ser deduzida a partir deles e ser
consistente, para ndo conduzir a contradicdes.

E importante especificar que em uma axiomatica formal “[...] as dedugdes sdo cadeias
de transformagdo simbdlicas seguindo regras explicitas de manipulagio de simbolos.”
(SILVA, 2007, p.184). Ou seja, ao tornar uma axiomatica formal (ou simplesmente
formalizar), evita-se uma significagdo particular dos entes estudados. O processo de
formalizacdo € essencial para estruturar a matematica de modo a impedir que a intuicdo nos
leve a resultados ambiguos.

Pode-se dizer que o conjunto dos numeros naturais (IN) é o conjunto numérico mais
basico que existe e, de acordo com Ferreira (2011), podemos construir os inteiros ndo
positivos com base na estrutura aritmética que temos em IN. Dado isso, pode-se construir
formalmente, com os inteiros, o conjunto dos numeros racionais e deste formalizar o conjunto
dos reais. Com isso, vé-se que “[...] o grosso da matematica pode ser reduzido de um conjunto
de postulados para o sistema dos numeros naturais” (EVES, 2004, p. 611). Dos axiomas de
Peano pode-se sublinhar a importancia do (em geral deixado por) Gltimo, também conhecido
como principio da inducéo finita, que é fundamental para demonstragdes de propriedades que
sejam validas nos naturais. Para utilizar a indugéo finita deve-se provar que uma propriedade
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é verdadeira em um caso particular, supor que a propriedade ocorre para um caso igual ou
maior que o verificado e analisar se para o0 seu sucessor a propriedade é verdadeira.

Os trabalhos de Silva e Savioli (2008, 2012), mostram que com a realizacdo da
discussdo sobre os axiomas de Peano, alguns graduandos partiram de um nivel de empirismo
ingénuo, definido nos artigos como a analise de casos particulares com o intuito de provar o
caso geral, para a compreensdo do exemplo genérico, ou seja, provar a verdade de uma
proposicdo com a manipulacdo de alguns exemplos de modo a possibilitar a deducdo de
propriedades de uma classe de objetos. Desta forma, é visivel a necessidade de uma
abordagem cuidadosa a respeito das demonstracdes por inducgédo para que futuros professores
da educacéo basica compreendam seu significado e ndo apenas seus resultados.

Mas pensando na teoria axiomética de Peano, observou-se que para apresentar suas
principais deducdes é necessario trabalhar diversos conceitos utilizados na matematica. Deste
modo, neste trabalho buscamos identificar as mudangas na compreensdo conceitual do que
seriam estruturas axiomaticas, suas defini¢des, conceitos primitivos e demonstracdes (no caso,
em especial a inducdo finita) ap6s a apresentacdo da axiomatica utilizada na formalizacdo dos
naturais e desenvolvida por Peano.

2 CONSIDERACOES HISTORICAS

Em geral, é atribuido o desenvolvimento do raciocinio postulacional dedutivo aos antigos
gregos, entre 600 a.C e 400 a.C. Estes desenvolveram uma axiomatica para esta sistematizacdo de sua
matematica. Nesse sistema, a veracidade das proposi¢des € verificada por meio da demonstragdo. De
acordo Courant e Robbins (2000), “demonstrar” em um sistema dedutivo seria mostrar de que uma
proposicdo é consequéncia logica de proposicdes ja provadas, sendo estas também devidamente
demonstradas. Assim, para que esta regressdo pare, é necessario que existam afirmagdes aceitas sem
demonstracao, estas sendo chamadas de postulados.

A estrutura criada pelos antigos gregos ndo sofreu grandes mudancas até o século XVIII, onde
(em especial em especial por conta do desenvolvimento das geometrias ndao euclidianas) foi necessario
tornar mais claros os fundamentos da Matematica. Em consequéncia ocorreu um processo para tornar
a matematica mais precisa e logicamente mais consistente. Assim diversas teorias matematicas foram
formalizadas com o uso da légica simbélica e de conceitos primitivos.

A formalizacdo axiomatica dos naturais feita por Giuseppe Peano (1858-1932) em 1889 na
obra intitulada “Arithmetica principia nova methodo exposita” se destaca por sua simplicidade. A
proposta de formalizacdo de Peano tem uma excepcional importancia historica e utiliza o chamado
principio da inducédo finita como axioma, este sendo “[...] implicito em todos os argumentos onde se
diz ‘e assim por diante’” (LIMA, 2016, p. 35). Desta forma, utiliza-la pode trazer, além de um
primeiro contato com uma estrutura axiomatica, uma visdo diferente das definicdes e demonstracdes
por indugdo.

3 MATERIAL E METODOS

Para formalizar a construgdo axiomatica dos nimeros naturais € comum empregar de trés a
cinco axiomas. Neste trabalho optou-se por utilizar trés axiomas. Outra preferéncia foi a inclusdo do
nUmero zero como sendo um elemento do conjunto dos nimeros naturais. Neste caso devemos
destacar, como explanado por Ripoll; Rangel e Giraldo (2015), que o0 zero pertencer ou hdo aos
naturais é apenas uma questdo de preferéncia, pois este pode ser formalmente determinado de forma
consistente em versdes com ou sem o zero. Como o trabalho em questéo se propde a auxiliar na
compreensao de conceitos utilizados em algebra e de teoria dos nimeros, utilizar o niamero zero é
interessante pelo fato dele ser o elemento neutro da operagdo de adicéo.
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Segundo Lima (2016), tdo relevante quanto demonstrar por inducgdo é definir indutivamente.
Assim torna-se essencial dar uma énfase maior nas definicBes construidas desta forma. A respeito
disso, definicdes como as das operacdes de adicdo e multiplicacdo foram trabalhadas de modo a
enfatizar o processo indutivo presente nas mesmas.

Para o desenvolvimento do trabalho, foram realizados nove encontros, com duragdo de 1 hora
e 40 minutos cada, entre 0s meses de agosto a outubro de 2017, e divididos em quatro partes com
questionarios ao final de cada parte. O material de apoio desenvolvido foi diretamente utilizado em
sala para direcionar o teor de cada encontro e disponibilizado ao final dos encontros.

Os questionarios foram realizados utilizando a ferramenta de estruturacdo de formularios do
Google e aplicados ao final de cada uma das quatro partes, sendo que o primeiro usado como uma
ferramenta diagndstica, o segundo foi direcionado as dificuldades apresentadas, o terceiro nas
caracteristicas das estruturas axiomaticas e o processo formal de contar, o quarto verificou as
mudancas no conceito de axioma e de inducdo dos participantes. Nestes constaram perguntas abertas e
fechadas utilizadas tanto em analises qualitativas, sobre o conhecimento prévio dos alunos, sobre o
que é uma demonstracéo, as caracteristicas da matematica como ciéncia e as diferencas entre indugdo
empirica e matematica, quanto em analises quantitativas com o objetivo de avaliar as dificuldades
apresentadas e levantar pautas sobre a metodologia das aulas.

As aulas foram expositivas, utilizando um material feito previamente contendo os axiomas de
Peano, 8 definigdes, 12 teoremas, 1 lema e 6 proposicdes, assim como suas respectivas demonstragdes.
E relevante frisar que nas aulas buscamos frisar a “sutil” diferenga entre lema, proposigdo e teorema.
Também foi ministrada uma aula contendo aplica¢des do principio da indugdo em diferentes areas da
matematica.

4 RESULTADOS E DISCUSSAO

A proposta do projeto de pesquisa foi apresentada no VI seminario de iniciacdo cientifica do
litoral norte, com o titulo “Os Axiomas de Peano e o Principio da Indugdo Finita”. O presente
trabalho apresenta a conclusao da pesquisa e os resultados analisados apds a realizacdo dos encontros
propostos.

Durante as aulas foi possivel evidenciar a necessidade tedrica da formalizacdo dos numeros
em diversos campos da matematica, bem como a importancia do trabalho de Peano. Com relacéo a
compreensdo da demonstragdo por meio inducdo finita, foi possivel verificar que esta tornou-se menos
superficial. Os participantes conseguiram, inclusive, aplicar a inducdo em situacfes diversas na
matematica como, por exemplo, na geometria, na trigonometria, na algebra bésica e na teoria das
matrizes.

Dos dados coletados observamos que os participantes tém entre 18 e 23 anos, todos estudantes
de licenciatura, com 54% afirmando ter se inscrito por gostar do tema e 81% afirmando conhecer o
gue seria um axioma (apesar de grande parte dos inscritos cursarem os primeiros anos dos cursos).
Destacamos ainda que todos afirmaram desconhecer os axiomas de Peano. Aplicou-se perguntas nas
quais os alunos deveriam refletir sobre os conceitos; damos destaque a uma que utilizava a inducéo
empirica para “provar”’ que um certo polindmio, sobre os nimeros inteiros, sempre teria como valor
numérico um namero primo. Neste problema era esperado que os participantes percebessem nao s6 o
fato de que a demonstracéao estava errada, mas também que isso ndo implica que o teorema esta errado
(apesar de no caso estar) nessa questdo, apenas 27,3% dos participantes notaram que era possivel
afirmar simplesmente que a demonstracdo estava errada, porém apenas 9% dos participantes
assinalaram que a demonstragdo esta correta.

Ou seja, a grande maioria dos participantes conseguiram perceber, mesmo de maneira
intuitiva, que ndo existe uma implicacdo direta nas afirmagdes, o que evidencia que existe um
conhecimento prévio a respeito do tema. Este possibilitou, mesmo que de forma limitada, uma
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distin¢do entre a inducdo empirica e a inducdo matematica, o que é relevante, pois como explanado
por Silva e Savioli (2008, 2012), significa que eles ndo estdo mais no estagio de empirismo ingénuo.
Além disso, dos participantes que responderam ao ultimo questionario, nenhum confundiu a inducéo
empirica com a inducdo matematica, mas continuaram as dificuldades em compreender que uma
demonstracdo errénea ndo nega a veracidade da afirmacao.

Uma dificuldade apresentada foi relacionada a utilizacdo de conjuntos nas demonstracdes,
estes usados nas demonstracgdes por inducdo por conta do terceiro axioma. Alguns conjuntos, segundo
participantes, ndo pareciam ter sua existéncia justificada. Relacionou-se estas dificuldades com a
inexperiéncia dos participantes com estruturas axiomaticas e com a utilizacdo do conjunto vazio para
assegurar a existéncia dos conjuntos definidos nas demonstracoes.

De acordo com o formulério 3, a respeito das trés caracteristicas necessarias em uma estrutura
axiomatica, todos os participantes conseguiram identificar a consisténcia e a suficiéncia. Porém,
guanto a serem minimos, foi confundido com a caracteristica de veracidade.

Um dado importante é que foi pedido nos formulérios inicial e final, que os participantes
escolhessem, dentre 6 opgdes, sendo duas definicBes, duas proposicGes e dois axiomas, quais
poderiam ser axiomas. Os resultados estdo expostos nos graficos abaixo.

Figura 1: Dados do formulério 1.

18,2 18,2

Fonte: Autor

Nas respostas do formulario 1 é possivel notar que dificuldade de distinguir axiomas de
proposicdes ou de definicOes era a mesma. Em especial a dificuldade em visualizar as caracteristicas
de uma defini¢do (em que ndo ha uma afirmagdo que poderia ser classificada como verdadeira ou
falsa, diferentemente de uma proposi¢cdo ou axioma), evidencia pouca experiéncia com estruturas
axiomaticas.

Figura 2: Dados do formulério 4

=

25 25

Fonte: Autor

E importante notar que apesar de ainda haver dificuldade em distinguir proposicdes de
axiomas, depois do curso nenhum participante assinalou alguma das definigbes apresentadas. Apesar
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dos avancos na distin¢do entre axioma e definicdo, a distincdo entre uma proposicdo e um axioma
continua desafiadora.

Da anadlise dos resultados é relevante apontar que houveram alunos que descreveram, no
primeiro formulério, axioma como sendo um “conceito ao qual ndo se ha davidas de sua veracidade” e
no ultimo foi descrito como “pilar basico da estrutura”. Esta mudanga, apesar de aparentemente
pequena, indica que a noc¢ao de axioma ndo estd mais presa na intuicdo, mas em sua necessidade para a
estrutura logica.

5 CONCLUSOES

Com a aplicacéo das aulas e analise dos formulérios a respeito do tema foi identificado nos
participantes 0 amadurecimento na compreensdo do papel das defini¢cbes na teoria matematica, bem
como nos conceitos de axioma e de “teoria formal”. Além disso, com a analise dos dados coletados
nos formulérios ficou evidente que a distin¢do entre a inducéo empirica e a indugdo matematica ficou
mais clara para os participantes. Também verificou-se avangos significativos nos procedimentos e
técnicas de demonstracéo.

Durante a pesquisa sobre materiais a respeito do uso dos axiomas de Peano de maneira
detalhada para o ensino superior, notou-se que a maioria dos trabalhos busca elaborar propostas para a
introducdo do tema na educacdo basica. Assim sendo, esperamos que 0s resultados positivos

encontrados na conceitualizacdo dos temas para futuros professores fomentem mais trabalhos voltados
a este publico, bem como para os professores da area.
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